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LỜI CẢM ƠN

Đầu tiên tôi xin được đặc biệt dành lời cảm ơn chân thành và sâu sắc đến với người thầy

hướng dẫn của tôi là TS. Bùi Anh Tuấn, nhờ có sự hướng dẫn của thầy trong suốt một

năm qua mà tôi mới có thể dần định hình được hướng đi của bản thân trong tương lai và

cũng nhờ thầy tôi mới hoàn thành được bài khóa luận mà tôi vô cùng tâm đắc này.

Tôi cũng muốn gửi lời cảm ơn đến anh Võ Quốc Bảo và chị Nguyễn Thị Ngọc Thu đã

cùng tôi thực hiện seminar hàng tuần và đưa ra nhận xét trong khoảng thời gian thực

hiện khóa luận. Hơn nữa một phần không nhỏ bài khóa luận này của tôi được tham khảo

dựa trên luận văn thạc sĩ của anh Bảo đã làm trước đó.

Ngoài ra tôi cũng muốn bày tỏ lòng biết ơn đối với những người thầy, người cô trong bộ

môn đại số, những bài giảng của các thầy cô là niềm cảm hứng cho tôi theo đuổi chuyên

ngành đại số nói riêng và toán học nói chung.

Cuối cùng tôi muốn cảm ơn gia đình tôi, cảm ơn ba mẹ và anh hai đã luôn ủng hộ tôi

trong mọi quyết định của tôi trong cuộc đời. Được sinh ra dưới sự nuôi nấng của gia

đình là niềm hạnh phúc và may mắn lớn nhất của cuộc đời tôi.

TP. Hồ Chí Minh, ngày 03 tháng 07 năm 2024

Nguyễn Đình Đăng Khoa
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LỜI MỞ ĐẦU

Đối đồng điều của nhóm số học nói riêng và nhóm rời rạc trên nhóm đại số nói chung

có liên hệ mật thiết đến lí thuyết số hiện đại, cụ thể là dạng tự đẳng cấu cũng như L-hàm

[Ven01]. Hay vào năm 1971, G. Harder đưa ra công thức Gauss-Bonnet cho nhóm số

học cùng với công thức liên hệ giữa đặc trưng Euler của chúng với các giá trị của hàm

zeta Riemann [Har71]. Một cách tự nhiên, ta có thể tổng quát khái niệm nhóm số học

bằng cách xét tính nguyên của các điểm trên nhóm đại số ở ngoài tập hữu hạn các số

nguyên tố S, ta gọi một nhóm như vậy là nhóm S-số học. Trong bài khóa luận này, tôi sẽ

không trình bày những mối liên hệ kể trên mà tập trung tính toán xoay quanh một lớp

các nhóm S-số học có dạng SL2[1/m], với m là tích các số nguyên tố phân biệt.

Công cuộc tính đối đồng điều của SL2[1/m] có thể nói được bắt nguồn từ sự phân tích

của Serre [Ser80]

SL2(Z[1/m])∼= SL2(Z[1/m′])∗Γ0(p) SL2(Z[1/m′]),

trong đó m = pm′, m′ là số nguyên không có ước nguyên tố p và Γ0(p) là nhóm con

đồng dư mức p của SL2(Z[1/m]). Bằng cách sử dụng dãy khớp dài cho tích amalgam,

ta có thể đưa bài toán tính đối đồng điều của nhóm lớn SL2(Z[1/m]) thành bài toán tính

đối đồng điều của nhóm nhỏ hơn SL2(Z[1/m′]) và nhóm con đồng dư.

Trường hợp m = p đã được A. Adem và N. Naffah giải quyết triệt để vào năm 1998

[AN98]. Năm 2014, TS. Bùi Anh Tuấn và GS. Graham Ellis đã đưa ra thuật toán tổng

quát để tính đồng điều của SL2(Z[1/m]) [BE14], nhưng tính toán thực tế chỉ khả thi

trong trường hợp m nhỏ (m ⩽ 50). Năm 2016, Hutchinson tính được đồng điều thứ hai

khi m là bội của 6 [Hut16], phương pháp của Hutchinson thậm chí có thể mở rộng được

cho một lớp các nhóm S-số học rộng hơn. Năm 2024, Carl-Fredrik tính được đồng điều

thứ nhất cho trường hợp m bất kì [NB24]. Tóm lại, đối đồng điều thứ n của SL2(Z[1/m])

vẫn là một câu hỏi mở. Do giới hạn về mặt thời gian nên trong bài khóa luận này, tôi

chỉ trình bày trong trường hợp m = 1, m = p nguyên tố (kết quả Adem) và n = 1, m bất

kì (kết quả của Carl-Fredrik). Hơn nữa ở chương 5 tôi sẽ trình bày sơ lược về đặc trưng

Euler của nhóm, đây là một công cụ cung cấp cho ta nhiều thông tin phong phú của một
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nhóm và đối đồng điều của nhóm đó.

Luận văn này gồm 5 chương:

• Chương 1. Kiến thức chuẩn bị: Trình bày vắn tắt về những lý thuyết và công cụ

cần thiết bao gồm lý thuyết phạm trù, lý thuyết Bass-Serre, đối đồng điều nhóm,

nhóm S-số học và dãy phổ.

• Chương 2. Biểu diễn và đối đồng điều của SL2(Z): Trình bày về sự phân tích

amalgam của nhóm SL2(Z) bằng lý thuyết Bass-Serre. Từ đó tính đối đồng điều

của nhóm đó.

• Chương 3. Đồng điều thứ nhất của SL2(Z[1/m]): Trình bày lại công trình của

Carl-Fredrik về tính toán đồng điều thứ nhất của SL2(Z[1/m]) bất kì thông qua

abel hóa.

• Chương 4. Đối đồng điều của SL2(Z[1/p]): Trình bày lại công trình của Adem và

Naffah về tính toán đối đồng điều của SL2(Z[1/p]) với p nguyên tố.

• Chương 5. Đặc trưng Euler: Trình bày về đặc trưng Euler của nhóm, tính chất

của chúng và một số định lí quan trọng để đưa ra thông tin cho nhóm ban đầu.



CHƯƠNG

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 1

1.1 Lý thuyết phạm trù

Định nghĩa 1.1.1. Một phạm trù C được cấu thành từ ba thành phần:

(i) Họ các vật ob(C ).

(ii) Tập các cấu xạ Hom(A,B) ứng với mỗi cặp vật (A,B).

(iii) Phép hợp nối ◦ : Hom(A,B)×Hom(B,C)→ Hom(A,C).

Trong đó ta kí hiệu một cấu xạ f ∈ Hom(A,B) là f : A → B hay A
f−→ B. Hợp nối giữa

hai cấu xạ ◦( f ,g) thường được kí hiệu là g◦ f hay g f . Các thành phần này phải thỏa các

tính chất:

(i) Hom(A,B)∩Hom(A′,B′) =∅, với mọi (A,B) ̸= (A′,B′). Nghĩa là mỗi cấu xạ f ∈
Hom(A,B) có duy nhất tập nguồn A và tập đích B.

(ii) Ứng với mỗi vật A, tồn tại cấu xạ đơn vị 1A ∈ Hom(A,A) thỏa f 1A = 1A f = f với

mọi f : A → B.

(iii) Phép hợp nối có tính kết hợp, nghĩa là với các cấu xạ A
f−→ B

g−→C thì

h(g f ) = (hg) f .

Nếu obC là tập hợp thì ta nói C là phạm trù nhỏ.
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1.1. Lý thuyết phạm trù 8

Ví dụ 1.1.2. Phạm trù Grp là phạm trù mà các vật là các nhóm, cấu xạ là đồng cấu và

phép hợp nối là phép hợp nối ánh xạ thông thường.

Tương tự ta cũng có phạm trù RMod (tương ứng ModR) là phạm trù các R-môđun trái

(tương ứng phải) với cấu xạ là đồng cấu R-môđun.

Phạm trù Top là phạm trù mà các vật là không gian tôpô và cấu xạ là ánh xạ liên tục.

Định nghĩa 1.1.3. Cho C và D là hai phạm trù, khi đó một hàm tử T : C → D là một

hàm biến vật thành vật, cấu xạ thành cấu xạ thỏa:

(i) Nếu A ∈ ob(C ) thì T (A) ∈ ob(D)

(ii) Nếu f : A → B là cấu xạ trong C thì T ( f ) : T (A)→ T (B) là cấu xạ trong trong D .

(iii) Nếu A
f−→ B

g−→ C là các cấu xạ trong C thì T (A)
T ( f )−−→ T (B)

T (g)−−→ T (c) là các cấu

xạ trong D và

T (g f ) = T (g)T ( f )

(iv) T (1A) = 1T (A) với mọi A ∈ ob(C ).

Định nghĩa 1.1.4. Tập tiền thứ tự I là một tập được trang bị quan hệ ⩽ có tính phản

xạ và bắc cầu.

Nếu I ̸=∅ và thỏa thêm tính chất: hai phần tử x,y bất kì trong I đều có chặn trên, nghĩa

là tồn tại z ∈ I sao cho x ⩽ z và y ⩽ z thì ta gọi (I,⩽) là tập định hướng.

Nhận xét 1.1.5. Tập tiền thứ tự (I,⩽) có thể được coi là một phạm trù theo nghĩa

ob(I) = I,

Hom(x,y) =

∅ nếu x ̸⩽ y

{ιxy} nếu x ⩽ y

Phép hợp nối được định nghĩa bởi ιyzιxy = ιxz, trong đó x ⩽ y và y ⩽ z với x,y,z ∈ I. Quan

hệ phản xạ x ⩽ x được coi là cấu xạ đơn vị trong phạm trù này (ιxx ∈ Hom(x,x)).

Ngược lại, một phạm trù nhỏ thỏa |Hom(x,y)|⩽ 1 và |Hom(x,x)|= 1 có thể coi là một

tập tiền thứ tự với các phần tử là các vật và x ⩽ y khi và chỉ khi |Hom(x,y)|= 1.

Định nghĩa 1.1.6. Cho (I,⩽) là tập tiền thứ tự và C là phạm trù bất kì. Một hệ thuận
trong C (trên I) là một họ các vật {Xi}i∈I và cấu xạ {φi j : Xi → X j}i⩽ j sao cho φii = 1Xi
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và nếu i ⩽ j ⩽ k thì biểu đồ sau giao hoán

Xi X j

Xk

φi j

φik φ jk

Để ý ta có thể phát biểu ngắn gọn hơn rằng một hệ thuận trong C là một hàm tử X :

(I,⩽)→ C , trong đó ta kí hiệu Xi = X(i) và φi j = X(ιi j).

Định nghĩa 1.1.7. Cho (I,⩽) là tập tiền thứ tự, C là phạm trù và {Xi,φi j} là hệ thuận

trong C trên I. Giới hạn thuận của hệ trên là một vật X = lim−→Xi và các cấu xạ fi : Xi →X

sao cho f j ◦ φi j = fi. Hơn nữa chúng phổ dụng với tính chất trên theo nghĩa, nếu Y là

một vật và gi : Xi → Y là họ các cấu xạ thỏa g j ◦φi j = gi thì khi đó tồn tại duy nhất một

cấu xạ g : X → Y sao cho gi = g◦ fi.

Định nghĩa trên có thể được tóm tắt thông qua biểu đồ giao hoán sau

Xi Xi

X

Y

φi j

fi

gi

f j

g j
h

1.2 Nhóm S-số học

1.2.1 Trường số

Định nghĩa 1.2.1. Cho K là trường. Một định giá rời rạc trên K là một ánh xạ v : K →
Z∪{∞} thỏa

• v(xy) = v(x)+ v(y).

• v(x+ y)⩾ min(v(x),v(y)).

• v(x) = ∞ khi và chỉ khi x = 0.

Khi đó tập tất cả các phần tử x ∈ K thỏa v(x) ⩾ 0 là một vành, được gọi là vành định
giá của v. Nếu v(K∗) = 0 thì v được gọi là định giá tầm thường. Hai định giá rời rạc
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được gọi là tương đương nếu chúng có cùng vành định giá. Nếu có phần tử π ∈ K thỏa

v(π) = 1 thì π được gọi là phần tử đồng nhất.

Một ví dụ điển hình là định giá p-adic vp (p nguyên tố) trên trường số hữu tỉ Q cho bởi

vp(a) = max{n ∈ Z | a chia hết cho pn},

trong đó a ∈ Z và với phân số a/b ∈Q,b ̸= 0 bất kì thì vp(a/b) = vp(a)− vp(b). Từ đó

ta định nghĩa chuẩn p-adic | · | : K → R⩾0 cho bởi |x|p = p−vp(x). Vành định giá của vp

lúc này là vành địa phương Z(p). Thật ra định giá p-adic là định giá rời rạc trên Q duy

nhất mà ta cần quan tâm vì mọi định giá rời rạc không tầm thường trên Q đều tương

đương với định giá p-adic nào đó, đây là nội dung của Định lí Ostrowski.

Định nghĩa 1.2.2. Một mở rộng trường K của Q với bậc mở rộng [K : Q] hữu hạn được

gọi là một trường số. Phần tử x ∈ K được gọi là nguyên nếu x là nghiệm của một đa

thức với hệ số nguyên. Tập tất cả các phần tử nguyên trong K được gọi là vành các số
nguyên, kí hiệu OK .

Định lí 1.2.3. Vành các số nguyên OK là vành Dedekind, nghĩa là mọi ideal a thật sự

của OK có phân tích duy nhất thành tích các ideal nguyên tố sai khác một hoán vị

a= pe1
2 pe2

2 ... p
eg
g . (1.1)

Chứng minh. Đây là định lí cơ bản có thể được tìm thấy trong một cuốn sách lí thuyết

số đại số bất kì, cụ thể người đọc có thể tham khảo chứng minh trong sách của Milne

[Mil20, Định lí 3.29].

Định nghĩa 1.2.4. Cho p là ideal nguyên tố của trường số K. Định giá p-adic vp trước

tiên được định nghĩa trên OK cho bởi vp(x) = m, trong đó xOK = pma với m ⩾ 0, 0 ̸= x ∈
OK và p ∤ a. m ở đây chính là lũy thừa của p trong phân tích nguyên tố của xOK . Từ đó ta

có vp(xy) = vp(x)+ vp(y). Vậy với a = x/y ∈ K∗, ta định nghĩa vp(a) := vp(x)− vp(y).

Chuẩn p-adic lúc này được định nghĩa là |x|vp = c−vp(x), với c ∈ (1,∞) là hằng số cố

định trước. Cách chọn hằng số c ở đây không quan trọng vì c khác nhau sẽ cho ra chuẩn

tương đương với nhau.

Từ đây ta cũng có Định lí Ostrowski phiên bản tổng quát cho trường số bất kì.

Định lí 1.2.5 (Ostrowski). Mọi định giá rời rạc không tầm thường trên trường số K đều

tương đương với định giá p-adic, với p là ideal nguyên tố nào đó của K.
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Chứng minh. Xem ghi chú của Keith Conrad [Conb].

Định nghĩa 1.2.6. Xét V là tập tất cả các định giá rời rạc trên trường số K và S ⊆ V

hữu hạn. Phần tử x ∈ K được gọi là S-nguyên nếu v(x) ⩾ 0 với mọi v ̸∈ S. Ta kí hiệu

OK,S cho tập tất cả các phần tử S-nguyên trong K.

Theo Định lí Ostrowski, mỗi định giá rời rạc không tầm thường trên K được xác định

bởi một ideal nguyên tố p, do đó ta có thể coi tập S ở đây là tập hữu hạn các ideal nguyên

tố. Cụ thể hơn trong trường hợp K =Q thì ta coi luôn S là tập hữu hạn các số nguyên tố.

Mệnh đề sau đây cho ta một mô tả cụ thể cho OK,S.

Mệnh đề 1.2.7. Với m ∈ OK \{0}, ta có OK,S = OK[1/m] khi và chỉ khi S chính là tập

hữu hạn các định giá rời rạc v trên K sao cho |1/m|v > 1. (Điều này tương đương với

phân tích ideal nguyên tố của mOK chính là ideal nguyên tố ứng với v ∈ S).

Chứng minh. Xem chứng minh [Cona, Bổ đề 1.1].

Ví dụ 1.2.8. Với K = Q. Xét S = {p1, ..., pn} là tập hữu hạn các số nguyên tố. Đặt

m = p1...pn. Theo Mệnh đề 1.2.7, ta có

OK,S = {a/b ∈Q | (a,b) = 1, p ∤ b, p ̸∈ S nguyên tố}= Z[1/m].

Trong trường hợp S =∅ thì

OK,S = OK = Z.

Điều này cũng đúng với trường số K tổng quát, nghĩa là mọi phần tử nguyên trong K

cũng S-nguyên trong K với S là tập rỗng.

1.2.2 Nhóm S-số học

Định nghĩa 1.2.9 ([Sou07]). Cho n ∈ N⩾1, G là nhóm con của GLn(C) và K là trường

số. G được gọi là một nhóm đại số tuyến tính trên K nếu G là tập không điểm của một

bộ hữu hạn các đa thức trên K nhận các hệ số trong ma trận n×n và nghịch đảo định thức

của ma trận đó làm đối số. Nghĩa là tồn tại các đa thức P1, ...,Pk ∈ K[u,xi j|1 ⩽ i, j ⩽ n]

sao cho

P1(det(g)−1,g) = · · ·= Pk(det(g)−1,g) = 0

với mọi g ∈ G.

Với R là vành con của C, ta kí hiệu G(R) = G∩GLn(R). Nhóm G(Q) được gọi là nhóm
các điểm hữu tỉ của G và G(Z) được gọi là nhóm các điểm nguyên của G. Về mặt
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tổng quát thì định nghĩa "điểm nguyên" ở đây vẫn còn hạn chế vì với mỗi phép nhúng

G ↪−→ G(Q) khác nhau thì ta lại có nhóm các điểm nguyên khác nhau. Do đó định nghĩa

sau có thể được coi là định nghĩa tổng quát hơn.

Định nghĩa 1.2.10 ([Sou07]). Cho n ∈ N⩾1 và G là nhóm đại số tuyến tính trên Q. Hai

nhóm con Γ1 và Γ2 của G được gọi là tương xứng nếu phần giao Γ1 ∩Γ2 có chỉ số hữu

hạn trong cả Γ1 và Γ2. Nhóm số học Γ là nhóm con của G(Q) tương xứng với G(Z).

Thay vì xét các điểm nguyên trên G thì bằng một cách tự nhiên, ta có thể xét tổng quát

các điểm S-nguyên trên G.

Định nghĩa 1.2.11. Cho G là nhóm đại số tuyến tính trên trường số K và S là tập hữu

hạn các định giá rời rạc trên K. Nếu nhóm Γ tương xứng với G(OK,S) thì ta gọi Γ là

nhóm S-số học.

Ví dụ 1.2.12. GLn(C) là tập các ma trận g thỏa udet(g)−1 = 0, trong đó u = det(g)−1.

Vậy nên GLn(C) là nhóm đại số tuyến tính trên Q.

Ví dụ 1.2.13. SLn(C) là tập nghiệm của đa thức det(X)− 1 nên là nhóm đại số tuyến

tính trên Q có nhóm các điểm hữu tỉ là SLn(Q) và nhóm các điểm nguyên là SLn(Z).
Do đó SLn(Z) là nhóm số học. Bằng cách xét tập các số nguyên tố S = {p1, ..., pk}, ta

có SLn(OQ,S) = SLn(Z[1/p1...pk]) là nhóm S-số học.

Bổ đề 1.2.14. Nếu K là trường số và a là ideal khác 0 của OK thì OK/a hữu hạn.

Ý tưởng chứng minh: OK đẳng cấu nhóm với Zk, trong đó k là bậc mở rộng của K trên Q.

Lấy phần tử 0 ̸= a ∈ a, khi đó N(a) là chuẩn của a chia hết cho a nên (N(a))⊆ (a)⊆ a.

Hơn nữa Zk/(N(a))Zk ∼= (Z/N(a))k hữu hạn nên OK/a hữu hạn.

Định nghĩa 1.2.15. Cho G là nhóm đại số tuyến tính trên trường số K. Ta định nghĩa

nhóm con đồng dư chính mức n của G(OK) là nhân của đồng cấu chiếu p : G(OK)→
G(OK/a), trong đó n= |OK/a|, kí hiệu Γ(n). p ở đây là toàn cấu và do đó G(OK)/Γ(n)∼=
G(OK/a), nên Γ(n) có chỉ số hữu hạn trong G(OK).

Một nhóm con H của G(OK) được gọi là nhóm con đồng dư nếu H chứa nhóm con

đồng dư chính Γ(n). Mức của H là số n nhỏ nhất thỏa điều trên.
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Ví dụ 1.2.16. Trong trường hợp G = SL2(Z), nhóm con đồng dư chính Γ(n) có dạng

Γ(n) =
{(

a b
c d

)
∈ G

∣∣∣∣ (a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
mod n

}
Ta cụ thể quan tâm đến một nhóm con đồng dư, được gọi là nhóm con đồng dư Hecke
Γ0(p) cho bởi

Γ0(p) =
{(

∗ ∗
c ∗

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod p)
}
.

1.3 Lý thuyết Bass-Serre

Lý thuyết Bass-Serre là một công cụ giúp ta nghiên cứu nhóm thông qua tác động chúng

lên cây. Cụ thể, thông qua tác động, ta có thể phân tích nhóm thành tích amalgam của

các nhóm con. Trong phần này tôi sẽ trình bày lại một phần của lý thuyết trên, nội dung

tham khảo chủ yếu từ [Ser80].

1.3.1 Tích amalgam

Định nghĩa cho tích amalgam phụ thuộc vào định nghĩa giới hạn trực tiếp (1.1.7) trên

phạm trù Grp. Nếu ta xét phạm trù tổng quát thì giới hạn không phải lúc nào cũng tồn

tại, tuy nhiên trong phạm trù Grp thì giới hạn luôn tồn tại dựa trên một cách xây dựng

cụ thể:

Mệnh đề 1.3.1 ([Ser80]). Cho {Gi}i∈I là một họ các nhóm và Fi j ⊆ Hom(Gi,G j) với

mỗi (i, j) ∈ I × I. Giới hạn trực tiếp của hệ (Gi,Fi j) tồn tại duy nhất sai khác một đẳng

cấu.

Chứng minh. Tính duy nhất được suy ra từ tính phổ dụng của giới hạn trực tiếp. Về sự

tồn tại, ta có thể xét nhóm tự do sinh bởi
⊔

Gi chia cho quan hệ

• z = xy nếu x,y,z ∈ Gi và z = xy trong Gi.

• x = y nếu x ∈ Gi,y ∈ G j và y = f (x) với f ∈ Fi j nào đó.

Định nghĩa 1.3.2 ([Ser80]). Xét các nhóm A,G1,G2 và các đồng cấu f1 : A → G1, f2 :

A → G2. Giới hạn trực tiếp của hệ trên được gọi là tích amalgam của G1 và G2 trên A
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thông qua f1 và f2, kí hiệu G1 ∗A G2.

A G1

G2 G1 ∗A G2

f2

f1

Từ 1.3.1 ta có một biểu diễn cụ thể cho tích amalgam

G1 ∗A G2 = ⟨S1,S2 | R1,R2, f1(a) = f2(a), ∀a ∈ A⟩

trong đó G1 = ⟨S1 | R1⟩,G2 = ⟨S2 | R2⟩.

Định nghĩa 1.3.3. Tích tự do G1 ∗G2 giữa hai nhóm G1 và G2 là tích amalgam của G1

và G2 trên nhóm tầm thường.

1.3.2 Cây

Định nghĩa 1.3.4 ([Ser80]). Một đồ thị Γ bao gồm tập các đỉnh V = vertΓ, tập các

cạnh E = edgeΓ và hai ánh xạ

E →V ×V E → E

e 7→ (o(e), t(e)) e 7→ e

thỏa e = e, e ̸= e và o(e) = t(e). Khi đó ta gọi o(e), t(e) và e lần lượt là đỉnh đầu, đỉnh
cuối và nghịch đảo của cạnh e.

Định nghĩa 1.3.5 ([Ser80]). Một định hướng của đồ thị Γ là tập con E+ của E = edgeΓ

sao cho E = E+
⊔

E+. Một đồ thị có hướng gồm tập các đỉnh X , tập các cạnh E+ và

ánh xạ E+ →V ×V .

Định nghĩa 1.3.6 ([Ser80]). Một cấu xạ giữa hai đồ thị Γ và Γ′ là cặp các ánh xạ

α : vertΓ → vertΓ
′ và β : edgeΓ → Γ

′

thỏa α(o(y)) = o(β (y)) và β (y) = β (y). Cấu xạ giữa hai đồ thị được gọi là đẳng cấu
nếu α và β là song ánh. Tập tất cả các đẳng cấu từ đồ thị Γ vào chính nó được kí hiệu là

Aut(Γ).

Định nghĩa 1.3.7 ([Ser80]). Cho Γ là đồ thị với V = vertΓ, E = edgeΓ. Ta xét không

gian tôpô T = V
⊔
(E × [0,1]), trong đó V và E được trang bị tôpô rời rạc. Gọi R là
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quan hệ tương đương trên T cho bởi (e, t)≡ (e,1− t), (e,0)≡ o(e) và (e,1)≡ t(e) với

e ∈ E, t ∈ [0,1]. Khi đó không gian thương realΓ = T/R được gọi là một nhận dạng
của đồ thị Γ.

Định nghĩa 1.3.8 ([Ser80]). Cho n là số nguyên ⩾ 0. Xét đồ thị có hướng

trong đó {0,1, ...,n} là các đỉnh của đồ thị, {[i, i+1] | 0 ⩽ i < n} là các cạnh của đồ thị,

với định hướng được xác định bởi o([i, i+1]) = i và t([i, i+1]) = i+1.

Định nghĩa 1.3.9 ([Ser80]). Một đường đi (với chiều dài n) của đồ thị Γ là một cấu xạ

từ c : Pathn → Γ.

Dãy các cạnh (y1, ...,yn) với yi = c([i−1, i]) sao cho t(yi) = o(yi+1) xác định đường đi

c. Nếu Pi = c(i) thì ta nói c là đường đi từ P0 đến Pn và ta gọi chung P0,Pn là các đỉnh
đầu cuối.

Một cặp cạnh có dạng (yi,yi+1) = (yi,yi) trong đường đi được gọi là quay lui. Bằng

cách loại bỏ đi một quay lui, ta có thể xây dựng đường đi mới có độ dài n− 2 cho bởi

(y1, ...,yi−1,yy+2, ...,yn). Do đó bằng quy nạp, nếu có một đường đi từ P đến Q thì sẽ có

một đường đi từ P đến Q không có quay lui.

Giới hạn trực tiếp Path∞ := lim−→Pathn cho ta khái niệm về đường đi vô hạn. Nó là một

dãy vô hạn các cạnh (y1,y2, ...) sao cho t(yi) = o(yi+1) với mọi i ⩾ 1.

Định nghĩa 1.3.10 ([Ser80]). Một đồ thị được gọi là liên thông nếu luôn có đường đi

qua hai đỉnh bất kì trong đồ thị. Đồ thị con liên thông tối đại với quan hệ bao hàm được

gọi là thành phần liên thông của đồ thị đó.

Nhận xét 1.3.11 ([Ser80]). Một đồ thị liên thông khi và chỉ khi nhận dạng của nó liên

thông. Hơn nữa, thành phần liên thông của đồ thị tương ứng với thành phần liên thông

của nhận dạng.

Định nghĩa 1.3.12 ([Ser80]). Với n ⩾ 1, ta xét đồ thị có hướng
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Trong đó Zn là tập các đỉnh, {[i, i+1] | i ∈ Zn} là tập các cạnh với định hướng cho bởi

o([i, i+1]) = i và t([i, i+1]) = i+1.

Định nghĩa 1.3.13 ([Ser80]). Một chu trình độ dài n trong đồ thị bất kì là đồ thị con

đẳng cấu với Circn.

Định nghĩa 1.3.14 ([Ser80]). Một cây là đồ thị liên thông khác rỗng không có chu trình.

1.3.3 Tác động của nhóm lên cây

Định nghĩa 1.3.15 ([Ser80]). Cho G là nhóm và X là đồ thị, một tác động của G lên X

là một đồng cấu nhóm G → Aut(X).

Ta nói G tác động tạo cạnh ngược lên G nếu có phần tử g ∈ G và cạnh y ∈ X sao cho

gy = y.

Nếu G tác động lên X không tạo cạnh ngược thì ta có thể định nghĩa đồ thị thương G\X

với tập đỉnh và tập cạnh tương ứng với quỹ đạo dưới tác động G lên vertX và edgeX .

Nếu G tác động không tạo ra cạnh ngược và không phần tử g ̸= 1 nào cố định đỉnh của

X thì ta nói đây là một tác động tự do.

Một miền cơ bản của X dưới tác động G là đồ thị con T sao cho cấu xạ cảm sinh

T → G\X là đẳng cấu. Ta có thể chỉ ra rằng nếu X là cây thì miền cơ bản tồn tại khi và

chỉ khi G\X là cây.

Định lí 1.3.16 ([Ser80]). Cho G là nhóm tác động lên đồ thị X , T là cạnh P Y−→ Q trong

X , đồng thời là miền cơ bản của X và kí hiệu GP, GQ, GY lần lượt là nhóm con cố định

P, Q và Y . Khi đó X là cây khi và chỉ khi đồng cấu cảm sinh GP ∗GY GQ → G là đẳng

cấu.
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1.3.4 Cây Serre

Ở phần này ta mặc định K là trường số có định giá rời rạc v và vành định giá O .

Định nghĩa 1.3.17 ([Ser80]). Cho K là một trường với vành định giá O . Một dàn trong

K2 là một O-môđun tự do có hạng bằng 2 trong K2.

Nhận xét 1.3.18 ([Ser80]). Nếu L là dàn trong K2 và x ∈ K∗ thì Lx cũng là một dàn, quỹ

đạo của L dưới tác động của K∗ lên tập các dàn trong K2 được gọi là lớp dàn. Hai dàn

L,L′ trong K2 được gọi là tương đương nếu chúng cùng nằm trong một lớp dàn, nghĩa

là tồn tại phần tử x ∈ K∗ sao cho L′ = Lx, kí hiệu L ∼ L′.

Bổ đề 1.3.19 ([Ser80]). Nếu L0 và L1 là hai dàn trong K2 thì tồn tại L′
1 ∼ L1 sao cho

L′
1 ⊆ L0.

Xét dàn L0 =Ov⊕Ow và L1. Từ bổ đề trên, tồn tại L′
1 ∼ L1 sao cho L′

1 ⊆ L0. Theo Định

lí thừa số bất biến của môđun trên vành chính, tồn tại hai số nguyên a,b sao cho

L′
1 = Oπ

av⊕Oπ
vw,

trong đó π là phần tử đồng nhất trong vành định giá O . Khoảng cách giữa hai dàn lúc

này được định nghĩa là

d(L0,L1) = |a−b|.

Giá trị a,b ở đây không phụ thuộc vào cách chọn cơ sở cho Γ0 và do đó khoảng cách giữa

hai dàn được định nghĩa tốt. Hơn nữa nếu ta thay L0,L1 bởi hai dàn L0x,L0y (x,y ∈ K∗)

thì hệ số a,b lúc này được thay bằng a+ c,b+ c, trong đó c = v(y/x). Vậy ta có thể nói

đến khoảng cách giữa hai lớp dàn tương đương mà không phụ thuộc vào cách chọn phần

tử đại diện.

Định nghĩa + Định lí 1.3.20 ([Ser80]). Đặt X là đồ thị với tập đỉnh là tập các lớp dàn

trong K2 và tập cạnh là tập các cặp lớp dàn (Λ,Λ′) sao cho d(Λ,Λ′) = 1, ta kí hiệu ΛΛ′

cho một cạnh trong X . Lúc này X là cây và X được gọi là cây Serre.

Chứng minh. Xem [Ser80, Chương 2, Mục 1.1, Định lí 1].
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1.3.5 Tác động của SL2(K) lên cây Serre

Định nghĩa 1.3.21 ([Ser80]). Ta định nghĩa tác động của nhóm GL2(K) lên dàn L =

Ov⊕Ow cho bởi

A(Ov⊕O) = OAv⊕OAw

Hơn nữa tác động này bảo toàn khoảng cách giữa hai dàn, do đó GL2(K) tác động lên

cây Serre.

Mệnh đề 1.3.22 ([Ser80]). Tác động SL2(K) lên cây Serre giới hạn từ tác động của

GL2(K) không tạo ra cạnh ngược.

Định lí 1.3.23 ([Ser80]). Cho G là nhóm con của GL2(K). Khi đó nếu bao đóng của G

chứa SL2(K) thì ΛΛ′ là miền cơ bản cho tác động của G lên cây Serre X , trong đó ΛΛ′

là một cạnh của X . Từ đó dẫn đến

G = GΛ ∗G
ΛΛ′ GΛ′,

với GΛ,GΛ′,GΛΛ′ lần lượt là nhóm con của G cố định Λ,Λ′ và ΛΛ′.

Chứng minh. Xem [Ser80, Chương 2, Mục 1.4, Định lí 2 và Định lí 3].

Bằng cách tính nhóm con cố định đỉnh và cạnh của cây Serre, ta có định lí quan trọng

và nổi tiếng sau:

Định lí 1.3.24 (Ihara [Ser80]). Cho K là trường có định giá rời rạc v với vành định giá

O và phần tử đồng nhất π . Khi đó

SL2(K) = SL2(O)∗Γ SL2(O)

với

Γ =

{(
∗ ∗
c ∗

)
∈ SL2(O)

∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod π)

}
,

trong đó hai phép nhúng từ Γ vào SL2(O) cho bởi(
a b
c d

)
7→
(

a b
c d

)
và

(
a b
c d

)
7→
(

a bπ

π−1c π−1dπ

)
.

Bổ đề 1.3.25. [Ser80] Nếu A là vành con trù mật trong K thì SL2(A) trù mật trong

SL2(K).
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Chứng minh. Bao đóng của SL2(A) chứa hai nhóm con cộng lần lượt sinh bởi
(

1 1
0 1

)
và
(

1 0
1 1

)
. Hơn nữa hai ma trận này sinh ra SL2(K).

Hệ quả 1.3.26 ([Ser80]). Với p là số nguyên tố, ta có

SL2(Z[1/p])∼= SL2(Z)∗Γ0(p) SL2(Z),

trong đó Γ0(p) là nhóm con đồng dư Hecke của SL2(Z).

Chứng minh. Xem [Ser80, Chương 2, Mục 1.4, Hệ quả 2].

Từ đó ta có một kết quả tổng quát như sau:

Hệ quả 1.3.27 ([Ser80]). Nếu n là số nguyên không có ước nguyên tố p thì khi đó

SL2(Z[1/pn])∼= SL2(Z[1/n])∗Γ SL2(Z[1/n]).

trong đó

Γ =

{(
∗ ∗
c ∗

)
∈ SL2(Z[1/n])

∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod π)

}
.

Vậy nhóm SL2(Z[1/p1...pk]) có thể biểu diễn thành tích amalgam của các nhóm SL2(Z)
trên các nhóm con đồng dư. Đây là kết quả quan trọng trong công cuộc tính đối đồng

điều của nhóm SL2(Z[1/m]) với m là tích các số nguyên tố phân biệt bất kì.

1.4 Đại số đồng điều

Trong mục này, nếu không giải thích gì thêm, ta mặc định coi R là vành giao hoán có

đơn vị và khi nhắc đến một môđun thì ta hiểu đó là một R-môđun trái.

Định nghĩa 1.4.1. Một phức dây chuyền là một cặp (C,d), trong đó C = {Cn}n∈Z

là một họ các môđun và d = {dn : Cn → Cn−1}n∈Z là một họ các đồng cấu thỏa mãn

dn ◦dn+1 = 0.

· · · C2 C1 C0 C−1 · · ·d2 d1 d0

Một phức đối dây chuyền là một cặp (C,d), trong đó C = {Cn}n∈Z là một họ các môđun

và d = {dn : Cn →Cn+1}n∈Z là một họ các đồng cấu thỏa mãn dn ◦dn−1 = 0.
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· · · C2 C1 C0 C−1 · · ·d1 d0 d−1

Ngoài ra để ngắn gọn, ta có thể gọi phức hay đối phức thay cho phức dây chuyền và

đối phức dây chuyền.

Từ đó ta định nghĩa đồng điều của một phức (C,d) là họ các nhóm Abel

Hn(C) = kerdn/ Imdn+1

và đối đồng điều của một đối phức (C,d) là họ các nhóm Abel

Hn(C) = kerdn/ Imdn−1,

trong đó ta gọi

• c ∈ kerdn là một chu trình n chiều.

• c ∈ kerdn là một đối chu trình n chiều.

• b ∈ Imdn+1 là một biên n chiều.

• b ∈ Imdn+1 là một đối biên n chiều.

Hơn nữa ta kí hiệu [c] cho ảnh của c trong Hn(C) nếu c là chu trình và là ảnh của c trong

Hn(C) nếu c là đối chu trình.

Định nghĩa 1.4.2. Cho (C,d) và (D,d′) là các phức (tương ứng đối phức). Một ánh xạ
dây chuyền f : C → D là một họ các đồng cấu fn : Cn → Dn (tương ứng f n : Cn → Dn),

n ∈ Z, sao cho biểu đồ sau giao hoán

Cn Cn−1

Dn Dn−1

fn

dn

fn−1

d′n

tương ứng
Cn Cn+1

Dn Dn+1

dn

fn fn+1

d′n

 .

Một đồng luân h giữa hai ánh xạ dây chuyền f ,g : (C,d)→ (D,d′) là họ các đồng cấu

hn : Cn → Dn+1 sao cho d′
n+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn = fn − gn. Đồng luân thường được minh

họa thông qua biểu đồ sau, tuy nhiên đây không phải là biểu đồ giao hoán.

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · Dn+1 Dn Dn−1 · · ·

dn

hn fn gn hn−1

d′n+1
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Nếu tồn tại một đồng luân như vậy thì ta nói f đồng luân với g. Kí hiệu f ≃ g.

Bổ đề 1.4.3. Cho (C,d) và (D,d′) là các phức, k ∈Z và { fi : Ci → Di}i⩽k là họ các đồng

cấu thỏa d′
i ◦ fi = fi−1 ◦di với i ⩽ k. Nếu Ci là môđun xạ ảnh với mọi i > k và Hi(D) = 0

với mọi i ⩾ k thì khi đó { fi}i⩽k mở rộng thành ánh xạ dây chuyền f : C → D. Hơn nữa

f xác định duy nhất sai khác một đồng luân.

Định nghĩa 1.4.4. Một phép giải của môđun M trên R là một dãy khớp các R-môđun

· · · P2 P1 P0 M 0
d2 d1 ε

Nếu {Pn} là các môđun tự do (tương ứng môđun xạ ảnh) thì phép giải trên được gọi là

phép giải tự do (tương ứng phép giải xạ ảnh).

Nếu tồn tại chỉ số n ∈N nào đó để Pn ̸= 0 và Pk = 0 với mọi k ⩾ n thì khi đó ta nói phép

giải trên hữu hạn với độ dài n.

Định nghĩa 1.4.5. Cho M,A là các môđun và (P,d,ε) là một phép giải xạ ảnh của M.

Khi đó ta định nghĩa TorR
n (M,A) là đồng điều bậc n của phức dây chuyền

· · · P2 ⊗A P1 ⊗A P0 ⊗A 0
d2⊗1 d1⊗1

và ExtnR(M,A) là đồng điều bậc n của phức dây chuyền

· · · Hom(P2,A) Hom(P1,A) Hom(P0,A) 0δ 1 δ 0

trong đó δ n =□◦dn+1.

Hai định nghĩa trên đều được định nghĩa tốt, nghĩa là TorR
n (M,A) và ExtnR(M,A) không

phụ thuộc vào phép giải xạ ảnh của M. Trong trường hợp vành R không gây sự nhầm lẫn

thì ta có thể lược bỏ chỉ số R của Tor và Ext cho ngắn gọn. Hơn nữa ta kí hiệu Tor(M,A)

thay cho Tor1(M,A) và Ext(M,A) thay cho Ext1(M,A).

Mệnh đề 1.4.6 ([Hat02]). Nhóm Ext trong một vài trường hợp cụ thể có thể dễ dàng

tính toán được dựa trên một số tính chất sau:

• Extn(M1 ⊕M2,A)∼= Extn(M1,A)⊕Extn(M2,A).

• Ext(M,A) = 0 nếu M xạ ảnh.

• Ext(Z/m,G)∼= G/mG, trong đó G là nhóm Abel.
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Định lí 1.4.7 (Định lí hệ số phổ dụng cho đối đồng điều). Cho R là vành giao hoán, M

là R-môđun và C là phức các R-môđun. Khi đó ta có dãy khớp chẻ

0 → ExtR(Hn−1(C),M)→ Hn(C;M)→ HomR(Hn(C),M)→ 0.

Chứng minh. Xem [Hat02, Định lí 3.2].

Định lí này là một công cụ mạnh mẽ giúp ta tính đối đồng điều của nhóm. Cụ thể trong

trường hợp M = R = Z, ta có hệ quả sau.

Hệ quả 1.4.8. Cho C là phức các nhóm Abel, n ∈ N và giả sử Hn(C;Z) hữu hạn sinh,

tức là ta có phân tích

Hn(C;Z)∼= Zbn ⊕Tn,

với Tn là nhóm xoắn. Khi đó

Hn(C;Z)∼= Zbn ⊕Tn−1.

Chứng minh. Ta có

Hom(Hn(C),Z)∼= Hom(Zbn,Z)⊕Hom(Tn,Z)∼= Zbn

và từ Mệnh đề 1.4.6 ta suy ra được

Ext(Hn−1(C),Z)∼= Ext(Zbn−1,Z)⊕Ext(Tn−1,Z)∼= Tn−1.

Áp dụng Định lí hệ số phổ dụng cho đối đồng điều, ta có điều phải chứng minh.

1.5 (Đối) đồng điều nhóm

Định nghĩa 1.5.1 ([Lö19]). Cho G là nhóm và R là vành giao hoán. Ta định nghĩa vành
nhóm RG là R-môđun tự do sinh bởi các phần tử trong G. Do đó mỗi phần tử trong RG

có biểu diễn duy nhất dưới dạng tổng hữu hạn
∑

g∈G agg, trong đó ag ∈ R, g ∈ G. Hơn

nữa RG có cấu trúc vành cho bởi phép nhân∑
g∈G

agg

∑
g∈G

bgg

=
∑
g∈G

(∑
h∈G

ahbh−1g

)
g.

Định nghĩa 1.5.2. Nếu nhóm G tác động lên tập M thì ta có thể coi M là một ZG-

môđun, hay ngắn gọn hơn, ta gọi M là một G-môđun.
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Định nghĩa 1.5.3. Một G-môđun M được gọi là tầm thường nếu gm=m với mọi g∈G

và m ∈ M.

Nếu không giải thích gì thêm thì ta mặc định cấu trúc G-môđun của Z là tầm thường.

Định nghĩa 1.5.4. Cho G là nhóm và M là một G-môđun. Ta định nghĩa

Hn(G;M) = TorZG
n (Z,M)

là đồng điều thứ n của nhóm G với hệ số M. Tương tự ta định nghĩa

Hn(G;M) = ExtnZG(Z,M).

là đối đồng điều thứ n của nhóm G với hệ số M. Trong trường hợp hệ số M = Z thì ta

gọi đơn giản Hn(G;Z) và Hn(G;Z) là đồng điều và đối đồng điều thứ n của nhóm G.

Định nghĩa 1.5.5 ([Lö19]). Cho G là nhóm và M là một G-môđun. Ta định nghĩa

MG = {m ∈ M | gm = m}

là nhóm các bất biến của M và

MG = M/⟨gm−m | g ∈ G,m ∈ M⟩Z

là nhóm các đối bất biến của M. Có thể hiểu MG là nhóm con lớn nhất của M mà G tác

động tầm thường lên, trong khi đó MG là nhóm thương lớn nhất của M để G tác động

tầm thường. Ta có thể kiểm tra được

·G : ZGMod → ZMod

·G : ZGMod → ZMod

lần lượt là hàm tử và phản hàm tử.

Mệnh đề 1.5.6 ([Lö19]). Cho G là nhóm và M là một G-môđun. Khi đó

MG −→ M⊗G Z

[a] 7−→ a⊗1

và

MG −→ HomG(Z,M)

a 7−→ (n 7→ n ·a)

là các đẳng cấu nhóm. Điều này cũng có nghĩa là H0(G;M)∼= MG và H0(G;M)∼= MG.
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Định lí 1.5.7 ([Lö19]). Cho G là nhóm. Khi đó

H1(G;Z)∼= Gab = G/[G,G].

Chứng minh. Xem [Lö19, Định lí 1.4.1].

Mệnh đề 1.5.8. Cho tích M =
∏

i Mi các G-môđun, khi đó bản thân M có cấu trúc

G-môđun thông qua tác động đường chéo

g(m1,m2, ...) = (gm1,gm2, ...).

Hơn nữa

Hk(G;M)∼=
∏

i

Hr(G;Mi).

1.5.1 (Đối) đồng điều nhóm với góc nhìn tôpô

Ở phần này ta sẽ thấy rằng bằng cách coi G như một không gian tôpô thông qua không

gian phân loại thì (đối) đồng điều mà ta định nghĩa trên nhóm cũng chính là (đối) đồng

điều trên tôpô theo nghĩa cổ điển.

Mệnh đề 1.5.9. Cho nhóm G tác động tự do lên X và E là tập các phần tử đại diện của

các G-quỹ đạo trong X . Khi đó X là một ZG-môđun tự do với cơ sở E.

Chứng minh. Ta biết rằng G(x) và G/Gx có cùng lực lượng, hơn nữa G/Gx ∼= G do G

tác động tự do lên X , do đó

Z[X ] = Z

[⊔
x∈E

G(x)

]
=
⊕
x∈E

Z[G(x)]∼=
⊕
x∈E

Z[G/Gx]∼=
⊕
x∈E

ZG.

Định nghĩa 1.5.10 ([Bro82]). Cho G là nhóm, ta nói X là một G-phức nếu X là CW-

phức với tác động G lên các ô của X . Từ đó G cũng cảm sinh ra một tác động lên X . Nếu

tác động này là tác động tự do thì ta nói X là một G-phức tự do.

Nếu X là G-phức thì tác động của G lên các ô của X mở rộng thành tác động lên

Cn(X), khi đó C(X) trở thành phức dây chuyền của các G-môđun. Hơn nữa ánh xạ tăng
cường (augmentation map) ε : C0(X)→ Z cho bởi ε(v) = 1 là đồng cấu G-môđun thỏa

ε ◦d = 0. Khi đó C∗(X)
ε−→ Z là một dãy phức các G-môđun, ta gọi là dãy phức ô tăng

cường (augmented cellular chain complex).
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Mệnh đề 1.5.11 ([Bro82]). Cho X là G-phức tự do co rút được. Khi đó dãy phức ô tăng

cường trên là một phép giải tự do.

Chứng minh. Từ Mệnh đề 1.5.9 ta có C∗(X) là các G-môđun tự do, tính khớp được suy

ra từ việc tất cả các đồng điều của C∗(X) bằng 0.

Nhận xét 1.5.12. Giả sử Y là CW-phức và p : Ỹ → Y là một ánh xạ phủ chính quy với

G là nhóm các biến đổi phủ (deck transformation). Khi đó Ỹ là một G-phức tự do và

C∗(Ỹ ) là G-môđun tự do có cơ sở là các ô trong Y .

Định nghĩa 1.5.13 ([Bro82]). Với góc nhìn ở nhận xét trên và Mệnh đề 1.5.11 thì ta

mong muốn sự tồn tại của một CW-phức Y thỏa các tính chất:

(i) Y liên thông.

(ii) π1(Y ) = G.

(iii) Phủ phổ dụng của Y co rút được.

Một phức Y như vậy được gọi là không gian phân loại của G hay phức Eilenberg-
Maclane loại (G,1), hay đơn giản hơn là K(G,1)-phức. Cuối cùng từ các ý tưởng trên

ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.5.14 ([Bro82]). Nếu Y là không gian phân loại của G với phủ phổ dụng X .

Khi đó dãy phức ô tăng cường C∗(X)→ Z là một phép giải tự do của Z trên ZG.

Hơn nữa ta có thể chỉ ra được sự tồn tại của không gian phân loại của G.

Mệnh đề 1.5.15. Mọi nhóm đều có không gian phân loại.

Chứng minh. Cho G là một nhóm. Ta sẽ đi xây dựng phức đơn hình EG như sau: mỗi

bộ n+ 1 phần tử [g0, ...,gn] trong G là một phức đơn hình n chiều của EG. EG co rút

được thông qua phép đồng luân ht đẩy một phần tử x ∈ [g0, ...,gn] đến điểm [e] theo đoạn

thẳng trong [e,g0, ...,gn].

G tác động lên EG thông qua phép nhân trái

g · [g0, ...,gn] = [gg0, ...,ggn].

Hơn nữa ta có thể kiểm tra được tác động này là một tác động phủ. Do đó ánh xạ thương

EG → EG/G là một phủ phổ dụng của không gian quỹ đạo BG = EG/G. Vậy BG chính

là một không gian phân loại của G.
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Mệnh đề 1.5.16. Nếu Y là không gian phân loại của G. Khi đó H∗(Y ) ∼= H∗(G) và

H∗(Y ;M)∼= H∗(G;M) với mọi G-môđun M.

1.5.2 (Đối) đồng điều của nhóm cyclic

Đây là một ví dụ đơn giản cho việc tính toán đối đồng điều của nhóm, đồng thời cũng

là một kết quả cần thiết để ta tính đối đồng điều của SL2(Z) ở phần sau.

Cho G là nhóm cyclic cấp n với t là phần tử sinh. Xét N =
∑n−1

i=0 t i và t −1 là các phần

tử trong ZG. Để ý rằng (t −1)N = tn−1 = 0, hơn nữa N và t −1 đều là các phần tử bất

khả quy trên ZG. Do đó ⟨N⟩= ker(t −1) và ⟨t −1⟩= ker(N). Từ đó ta có phép giải tự

do sau

· · · ZG ZG ZG Z 0t−1 N t−1 ε

Tác động hàm tử HomZG(−,Z) ta được dãy phức

HomZG(ZG,Z) HomZG(ZG,Z) HomZG(ZG,Z) · · ·t−1 N t−1

với N và t −1 được xác định thông qua tác động lên f ∈ HomZG(ZG,Z). Nhưng do G

tác động tầm thường lên Z nên tác động bởi t −1 tương ứng với đồng cấu không và tác

động bởi N tương ứng với đồng cấu cộng n lần. Do đó dãy phức trên tương đương với

Z Z Z Z · · ·0 n 0 n

Suy ra đối đồng điều thứ k của G là

Hk(G;Z) =


Z, k = 0

0, k lẻ

Z/n, k > 0 chẵn

Từ hệ quả của Định lí hệ số phổ dụng 1.4.8, ta có

Hk(G;Z) =


Z, k = 0

Z/n, k lẻ

0, k > 0 chẵn
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1.5.3 (Đối) đồng điều của tích amalgam

Trong phần này ta sẽ đưa ra dãy khớp dài để tính (đối) đồng điều của tích amalgam từ

các nhóm cấu thành. Trước tiên ta nhắc lại Định lí Seifert–Van Kampen theorem ở dạng

CW-phức.

Định lí 1.5.17. Cho X là CW-phức, trong đó X = X1∪X2 có phần giao Y = X1∩X2 liên

thông khác rỗng. Khi đó ta có phân tích

π1X = π1X1 ∗π1Y π1X2.

Nói theo ngôn ngữ phạm trù thì π1 : Complex → Grp là hàm tử bảo toàn tích amalgam.

Để nghiên cứu đối đồng điều nhóm, ta mong muốn hàm tử K(−,1) đi chiều ngược lại

và cũng bảo toàn tích amalgam. Thật vậy, miễn là hai ánh xạ f1, f2 trong phân tích là

đơn ánh thì điều này hoàn toàn đúng.

Định lí 1.5.18 ([Bro82]). Mọi phân tích amalgam G1 ∗A G2 trên nhóm

A G1

G2 G

f2

f1

với f1, f2 là đơn ánh đều nhận được từ nhóm cơ bản của các không gian phân loại

Y X1

X2 X

trong đó Y,X1,X2,X lần lượt là không gian phân loại của A,G1,G2,G.

Mệnh đề 1.5.19 ([Bro82]). Cho G = G1 ∗A G2 với các đồng cấu nhúng α1 : A → G1 và

α2 : A → G2. Khi đó ta có dãy khớp dài các đồng điều nhóm

· · · −→ Hn(A)−→ Hn(G1)⊕Hn(G2)−→ Hn(G)−→ Hn−1(A)−→ ·· ·

và dãy khớp dài các đối đồng điều nhóm với hệ số trong G-môđun M

· · · −→ Hn(A;M)−→ Hn(G1;M)⊕Hn(G2;M)−→ Hn(G;M)−→ Hn−1(A;M)−→ ·· ·
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1.6 Dãy phổ

1.6.1 Dãy phổ của phức lọc

Nếu C là phức và C′ là phức con của C, khi đó ta biết rằng có một dãy khớp dài cho

ta thông tin của H∗(C) dựa trên các hạng tử H∗(C′) và H∗(C/C′). Bây giờ trong trường

hợp thay vì ta có phức con C′ đơn lẻ thì ta có một dãy lọc các phức con {FpC}p∈Z thỏa

Fp−1C ⊆ FpC. Lúc này ta cũng muốn có một công cụ để chắt lọc thông tin của H∗(C) từ

H∗(FpC/Fp−1C).

Định nghĩa 1.6.1 ([Bro82]). Cho R là vành và M là R-môđun. Một lọc tăng của M là

một dãy các R-môđun con FpM(p ∈ Z) thỏa FpM ⊆ Fp+1M. Lọc này được gọi là hữu

hạn nếu FpM = 0 với p đủ nhỏ và FpM = M với p đủ lớn. Hơn nữa ta định nghĩa môđun
phân bậc GrM tương ứng với một lọc cho bởi Grp M = FpM/Fp−1M.

Trong trường hợp bản thân M là môđun phân bậc, với mỗi n ∈ Z, ta có một lọc {FpMn}
trên Mn. Khi đó ta nói M có cấu trúc môđun song phân bậc. Lúc này ta kí hiệu

Grpq M = FpMp+q/Fp−1Mp+q.

Bây giờ ta xét C = (Cn)n∈Z là một dãy phức lọc, trong đó mỗi FpC là phức con của C.

Để đơn giản, ta giả sử lọc này hữu hạn theo từng chiều, nghĩa là với mỗi n ∈ Z thì

{FpCn}p∈Z là lọc hữu hạn của Cn. Từ đó cảm sinh một lọc các đồng điều H(C) cho bởi

FpH(C) = Im{H(FpC)→ H(C)}.

Ta có thể đồng nhất FpH(C) bởi (FpC∩Z)/(FpC∩B), trong đó Z và B lần lượt là môđun

các chu trình và môđun các biên của C. Lúc này môđun song phân bậc GrH(C) cho bởi

Grp H(C) = (FpC∩Z)/((FpC∩B)+(Fp−1C∩Z)).

Cho Zr
p = FpC∩∂−1Fp−rC, nghĩa là

Zr
pq = FpCp+q ∩∂

−1Fp−rCp+q−1.

Xét Z∞
p = FpC∩Z. Ta có

FpC = Z0
p ⊇ Z1

p ⊇ ·· · ⊇ Z∞
p .

Do ta giả sử lọc {FpC} hữu hạn theo từng chiều nên dãy trên phải dừng, nghĩa là với

mỗi (p,q), tồn tại r đủ lớn để

Zr
pq = Zr+1

pq = · · ·= Z∞
pq.
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Xét Br
p = FpC∩∂Fp+r−1C = ∂Zr−1

p+r−1 và đặt B∞
p = FpC∩B. Khi đó

B0
p ⊆ B1

p ⊆ ·· · ⊆ B∞
p ⊆ Z∞

p ⊆ ·· · ⊆ Z1
p ⊆ Z0

p = FpC,

và cũng như trước, dãy B0
p ⊆ B1

p ⊆ ·· · ⊆ B∞
p phải dừng. Ta đặt

Er
p = Zr

p/(B
r
p +Zr−1

p−1) = Zr
p/(B

r
p +(Fp−1C∩Zr

p)),

khi đó

E∞
p = Z∞

p /(B
∞
p +Z∞

p−1) = Grp H(C).

Điều này có nghĩa là với mỗi (p,q), tồn tại r đủ lớn để

Er
pq = Er+1

pq = · · ·= E∞
pq.

Ta gọi {Er} là dãy phổ ứng với dãy phức lọc C và ta nói dãy phổ này hội tụ về GrH(C)

khi r → ∞, kí hiệu Er
pq ⇒ E∞

pq. Bằng cách lập luận tương tự với lọc giảm trên đối phức,

ta có thể định nghĩa dãy phổ {Er} hội tụ về môđun song phân bậc các đối đồng điều.

Mệnh đề 1.6.2 ([Wei94]). Cho dãy phổ {Er} hội tụ đến môđun phân bậc Hn và E pq
2 = 0

ngoại trừ p = 0,1. Khi đó ta có các dãy khớp

0 → E1,n−1
2 → Hn → E0,n

2 → 0.

1.6.2 Một số dãy phổ phổ biến

Định lí 1.6.3. Cho G là nhóm, M là G-môđun và dãy khớp ngắn

1 → H → G → Q → 1.

Khi đó tồn tại dãy phổ có dạng

E2
pq = Hp(Q,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M),

được gọi là dãy phổ Lyndon-Hoschschild-Serre.

Định lí 1.6.4 ([Bro82]). Cho C(X) là phức ô của không gian G-phức X . Xét tác động
chéo (diagonal action) của G lên C(X ,M) =C(X)⊗M. Đồng điều đẳng biến được định

nghĩa là

HG
n (X ,M) = Hn(G,C(X ,M)).
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Khi đó tồn tại dãy phổ với lọc thứ nhất và thứ hai có dạng

E1
pq =

⊕
σ∈Σp

Hq(Gσ ,Mσ )⇒ HG
p+q(X ,M),

E2
pq = Hp(G,Hq(X ,M))⇒ HG

p+q(X ,M),

được gọi là dãy phổ đẳng biến (equivariant spectral sequence).



CHƯƠNG

BIỂU DIỄN VÀ ĐỐI

ĐỒNG ĐIỀU CỦA SL2(Z) 2
Từ phân tích amalgam cho SL2[1/m] trong Hệ quả 1.3.27 và dãy khớp dài cho đối đồng

điều của tích amalgam trong Mệnh đề 1.5.19, ta thấy được ngay bước đầu tiên trong

công cuộc tính đối đồng điều của SL2[1/m] chính là tính đối đồng điều của SL2(Z).

2.1 Tập sinh của SL2(Z)

Trước hết ta nhắc lại định nghĩa

SL2(Z) =

{(
a b
c d

) ∣∣∣∣ a,b,c,d ∈ Z, ad −bc = 1
}

Bằng lập luận đại số thuần thúy, ta có thể mô tả tập sinh cho SL2(Z) như sau.

Mệnh đề 2.1.1. Đặt

S =

(
0 −1
1 0

)
, T =

(
1 1
0 1

)
.

Khi đó SL2(Z) = ⟨S,T ⟩.

Chứng minh. Trước hết ta nhận thấy S có cấp 4 và T có cấp vô hạn, trong đó S2 = −I

và T n =

(
1 n
0 1

)
. Xét γ =

(
a b
c d

)
, ta có

Sγ =

(
−c −d
a b

)
và T n

γ =

(
a+ cn b+dn

c d

)
Ta sẽ tìm biểu diễn của γ thông qua trên S và T dựa trên thuật toán sau:

31
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(1) Nếu |a|< |c| thì thực hiện bước (2) với γ thay bằng Sγ .

(2) Nếu |a| ⩾ |c| và c ̸= 0. Đặt n = −q. Bằng thuật chia Euclid, ta có a = cq+ r với

0 ⩽ r < |c|. Khi đó a+ cn < r < |c|, nghĩa là ma trận T nγ lúc này có số hạng vị trí

(1,1) bé hơn trị tuyệt đối của số hạng vị trí (2,1). Quay lại bước (2) với γ thay bằng

ST nγ .

(3) Nếu c = 0 thì a = d =±1, do đó γ =±T±b là biểu diễn cần tìm.

Để ý tại bước (2) do a+ cn nhỏ hơn hẳn so với |c| nên thuật toán phải dừng tại hữu hạn

bước khi a+ cn = 0.

Mệnh đề 2.1.2. Đặt R = T S =

(
1 −1
1 0

)
. Khi đó {S,R} cũng là một tập sinh của

SL2(Z).

Chứng minh. Ta có T = RS3 ∈ ⟨S,R⟩. Do đó SL2(Z) = ⟨S,T ⟩ ⊆ ⟨S,R⟩.

Nhận xét 2.1.3. Để ý rằng R có cấp 6. Do đó SL2(Z) sinh bởi 2 phần tử có cấp hữu hạn.

2.2 Phân tích amalgam cho SL2(Z)

Bằng lý thuyết Bass-Serre, ta có một phân tích amalgam cho SL2(Z) dựa trên tác động

lên nửa mặt phẳng phức

H= {z ∈ C | Im(z)> 0}

thông qua phép biến đổi Möbius (
a b
c d

)
z =

az+b
cz+d

với z ∈H. Hơn nữa phân tích này là một cách khác để chứng tỏ SL2(Z) sinh bởi S và T .

Bổ đề 2.2.1. Với S1 = {z ∈C | |z|= 1} và γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z). Đặt C = S1∩H. Khi

đó ta có

γ(C) =

{
z ∈H :

∣∣∣∣z− ac−bd
c2 −d2

∣∣∣∣= 1
|c2 −d2|

}
, nếu c2 ̸= d2

và

γ(C) =

{
z ∈H : Re(z) = ac− cd

2

}
, nếu c2 = d2 = 1,cd =±1.
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Chứng minh. Nếu c2 ̸= d2, ta có γ(1) = a+b
c+d và γ(−1) = −a+b

−c+d , khi đó tâm và khoảng

cách giữa chúng có dạng

µ :=
γ(1)+ γ(−1)

2
=

ac−bd
c2 −d2 và δ :=

∣∣∣∣γ(1)− γ(−1)
2

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ 2
c2 −d2

∣∣∣∣ .
Xét

γ(i) =
ai+b
ci+d

=
b+ ia
d + ic

· d − ic
d − ic

=
ac+bd + i

c2 +d2 ,

suy ra ∣∣∣∣γ(i)− ac−bd
c2 −d2

∣∣∣∣= ∣∣∣∣((ac+bd)(c2 −d2)− (ac−bd)(c2 +d2))

(c2 +d2)(c2 −d2)
+

i
c2 +d2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−2cd + i(c2 −d2)

(c2 +d2)(c2 −d2)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ 1
c2 −d2

∣∣∣∣= δ

2
.

Vậy ta có 3 điểm trên γ(C) cùng cách µ một khoảng δ/2, hơn nữa do biến đổi Möbius

biến đường tròn thành đường tròn nên γ(C) phải là nửa đường tròn trên H tâm µ bán

kính δ/2.

Trong trường hợp c2 = d2, ta có cd =±1, suy ra 1= ad−bc= c(±a−b), do đó d =±1.

Suy ra , bd = ac− (±1) và

γ(z) =
az+b
cz+d

· cz̄+d
cz̄+d

=
ac+adz+bcz̄+bd
c2 +d2 + cd(z+ z̄)

=
ac(1± z)+bd(1± z̄)

2(1+Re(z))

=
2ac(1±Re(z))− (±1+ z̄)

2(1±Re(z))

= ac−±1
2

+
Im(z)

2(1±Re(z))
i.

Bằng cách giải phương trình
√

1−x2

2(1−x) = t theo x, ta tìm được điểm tương ứng trên đường

tròn ánh xạ qua đường thẳng có phần thực ac − cd
2 , do đó γ(C) là cả đường thẳng{

z ∈H : Re(z) = ac− cd
2

}
.

Mệnh đề 2.2.2. Cung tròn Y = {z = eiθ | π

3 ⩽ θ ⩽ π

2} ⊆ C và hai điểm đầu mút P =

e
iπ
2 = i,Q = e

iπ
3 được minh họa như sau
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có nhóm con ổn định đẳng cấu lần lượt với Z/2,Z/4 và Z/6.

Chứng minh. Do
ai+b
ci+d

= i ⇔ b+ ia =−c+ id

⇔ b =−c và a = d

và ad−bc = 1 nên a2+b2 = 1. Bằng cách xét 2 trường hợp a = 0 hay b = 0, ta có 4 ma

trận tương ứng nhóm con cyclic cấp 4 sinh bởi S =

(
0 −1
1 0

)
. Vậy ⟨S⟩ là nhóm con cố

định P. Tương tự ta cũng xét

aeiπ/3 +b
ceiπ/3 +d

= eiπ/3 ⇔
(a

2
+b
)
+ ia

√
3

2
=

(
−c

a
+

d
a

)
+ i

√
3

2
(c+d)

⇔ a+2b = d − c và a = c+d

⇔ b =−c và a(a− c)+ c2 = 1.

Giải phương trình a2 − ca+(c2 −1) = 0, ta có c2 −4(c2 −1)⩾ 0 và do đó |c|⩽ 2√
3
≈

1.154. Suy ra ta có các khả năng c = 0, c = 1 hay c =−1. Mỗi giá trị của c lại cho ra 2

giá trị a tương ứng. b và d thì phụ thuộc vào c và a. Từ đó ta có 6 ma trận tương ứng và

chúng là các phần tử của nhóm con cấp 6 sinh bởi R =

(
1 −1
1 0

)
. Suy ra ⟨R⟩ là nhóm

con cố định Q.

Nhóm con ổn định Y phải nằm trong phần giao ⟨S⟩∩ ⟨R⟩ và do đó phải bằng {I,−I} vì

I và −I đều là các tác động tầm thường.

Định lí 2.2.3. X = SL2(Z) ·Y là cây và Y là miền cơ bản dưới tác động của SL2(Z) lên

X . Do đó ta có

SL2(Z)∼= Z/4∗Z/2 Z/6.

Chứng minh. Đầu tiên ta cần chứng tỏ rằng X là nhận dạng của đồ thị, thật vậy ta sẽ chỉ

ra rằng dưới tác động của γ thì Y chỉ có thể giao với γ(Y ) tại γ(P) hoặc γ(Q). Giả sử

γ(Y )∩Y ̸=∅, dựa trên Bổ đề 2.2.1, ta chia ra 2 trường hợp.
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Nếu c2 ̸= d2, ta có 1
|c2−d2| = 1, vậy c hoặc d bằng 0 và tâm µ = (ac−bd)/(c2−d2) phải

bằng 0 hoặc 1. Nếu µ = 0 thì γ hoặc γ là phép tịnh tiến, nghĩa là phải bằng ±I, hoặc

γ = S nếu a = 0 (S là phép phản xạ Y qua trục y do S(Y ) = −Ȳ ). Nếu µ = 1, d = 0,

ac = 1 thì γ =±R (cố định Q).

Nếu c2 = d2 = 1 thì phần thực phải bằng 1/2, do đó a ∈ {0,1,−1}. Nếu a = 0 thì

γ =±R2 (cố định Q) và với a =± thì phần giao phải bằng rỗng (mâu thuẫn).

SL2(Z) được sinh bởi S và R theo Mệnh đề 2.1.2, do đó bất kì tác động γ ∈ SL2(Z) lên

Y đều tương ứng với một chuỗi tác động bởi S và R. Ta có Y liên thông với S(Y ) và R(Y )

và do đó Y ′ = S(Y )∪Y ∪R(Y ) liên thông, tương tự ta cũng có Y ′′ = S(Y ′)∪Y ′∪R(Y ′)

liên thông. Cứ tiếp tục quá trình trên ta có X là một đồ thị liên thông.

Cuối cùng, ta có C = S1 ∩H chỉ cắt X tại điểm P = i trên trục y, suy ra cạnh duy nhất

của X cắt trục y là Y và S(Y ). Hơn nữa bất kì đường đi nào trong X đều có thể tịnh tiến

để cắt trục y, do đó nếu X chứa chu trình thì X phải cắt trục y 2 lần, điều này là mâu

thuẫn và do đó X là cây. Theo Định lí 1.3.16 ta có điều phải chứng minh.

Hệ quả 2.2.4. Từ phân tích amalgam trên, ta có biểu diễn

SL2(Z) = ⟨R,S | R6 = S4 = 1,R3 = S2⟩.

Ngoài ra với nhóm tuyến tính xạ ảnh đặc biệt PSL2(Z) = SL2(Z)/{±I} thì ta cũng có

phân tích

PSL2(Z)∼= Z/2∗Z/3.
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và biểu diễn

PSL2(Z) = ⟨R,S⟩= ⟨R3 = S2 = 1⟩= ⟨S,T | S2 = (ST )3 = 1⟩.

2.3 Đối đồng điều của SL2(Z)

Để tránh nhầm lẫn với phép cộng trong vành nhóm, trong phần này ta kí hiệu Cn viết

theo lối nhân cho nhóm cyclic cấp n.

Định lí 2.3.1.

Hn(SL2(Z);Z) =


Z, n = 0

0, n lẻ

Z/12, n > 0 chẵn.

Chứng minh. Gọi r,s và t lần lượt là phần tử sinh của C2, C4 và C6. Ta biết rằng phân

tích amalgam của SL2(Z) được biểu diễn thông qua các đồng cấu

α1 : C2 →C4, r 7→ s2 và α2 : C2 →C6, r 7→ t3

Sử dụng phép giải cho C2 và C4 mà ta đã đưa ra trong lúc tính đối đồng điều cho nhóm

cyclic

· · · ZC2 ZC2 ZC2 Z 0

· · · ZC4 ZC4 ZC4 Z 0

r−1 1+r

f2

r−1

f1

ε1

f0 id

s−1 1+s+s2+s3 s−1 ε2

ta mong muốn xây dựng ánh xạ dây chuyền f = { fn : ZC2 → ZC4} giữa hai phép giải,

trong đó f0 là mở rộng tuyến tính lên vành nhóm của đồng cấu α1 : C2 →C4. Để ý rằng

fn được xác định duy nhất thông qua fn(1).

Với n chẵn, giả sử tính giao hoán của biểu đồ trên, ta có

(1+ s+ s2 + s3) fn+1(1) = fn((1+ r) ·1) = fn(1+α1(r)) = (1+ s2) fn(1). (2.1)

Tác động s−1 vào ta được

0 = (s−1)(1+ s+ s2 + s3) fn+1(1) = (s−1)(1+ s2) fn(1) = (−1+ s− s2 + s3) fn(1).

Do đó ta có thể chọn fn(1) = 1+ s để thỏa đẳng thức trên. Bây giờ 2.1 trở thành thành

(1+ s+ s2 + s3) fn+1(1) = (1+ s2)(1+ s) = 1+ s+ s2 + s3.
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Vậy bằng cách chọn fn+1(1) = 1, ta có f là một ánh xạ dây chuyền như mong muốn.

Tiếp theo, ta tác động lần lượt HomC2(−,Z) và HomC2(−,Z) vào hai phép giải trên

· · · Z Z Z Z

· · · Z Z Z Z

2 0 2 0

2

f ∗3 f ∗2
0 4

f ∗1
0

f ∗0

Trong đó f ∗n (1) = 2 nếu n chẵn và f ∗n (1) = 1 nếu n lẻ. Ta biết rằng

Hn(Ck;Z) =


Z, n = 0

0, n lẻ

Ck, n > 0 chẵn.

Từ đó { f ∗n } cảm sinh ra đồng cấu α∗
1 : Hn(C4;Z) → Hn(C6;Z) là đồng cấu đồng nhất

nếu n = 0, là đồng cấu tầm thường nếu n > 0 lẻ và là đồng cấu biến s 7→ r nếu n > 0

chẵn.

Tương tự ta cũng xây dựng được đồng cấu α∗
2 : Hn(C6;Z) → Hn(C2;Z) xác định như

trên, với t 7→ r trong trường hợp n > 0 chẵn.

Hai đồng cấu này cảm sinh duy nhất từ α1 và α2, do đó chúng cũng là đồng cấu nối

trong dãy khớp dài ở Mệnh đề 1.5.19

· · · −→ Hn−1(C2)
ψ−→ Hn(SL2(Z))

ϕ−→ Hn(C4)⊕Hn(C6)
α∗

1+α∗
2−−−−→ Hn(C2)−→ ·· ·

trong đó α∗
1 +α∗

2 : (a,b) 7→ a+b là toàn ánh với mỗi n. Do đó ψ = 0 và ϕ là đơn cấu.

Dãy khớp tại n = 0 có dạng

0 −→ H0(SL2(Z))
ϕ−→ Z⊕Z−→ Z−→ ·· ·

Suy ra H0(SL2(Z))∼= Im(ϕ) = ker(α∗
1 +α∗

2 ) = ⟨(1,−1)⟩ ∼= Z. Với n > 0 chẵn, ta có

· · · −→ Hn(SL2(Z))
ϕ−→C4 ⊕C6 −→C2 −→ ·· ·

Để ý rằng nếu ta viết C4 và C6 theo dạng nhóm cộng modulo thì ker(α∗
1 +α∗

2 ) là tập các

cặp (a,b) sao cho a và b cùng chẵn hoặc cùng lẻ, nghĩa là nhóm có cấp 12. Hơn nữa nó

còn là nhóm cyclic sinh bởi ⟨(1,1)⟩. Do đó Hn(SL2(Z))∼= Im(ϕ) = ker(α∗
1 +α∗

2 )
∼=C12.

Với n lẻ thì ta có

· · · −→ Hn−1(C2)−→ Hn(SL2(Z))
ϕ−→ 0 −→ ·· ·

do đó Hn(SL2(Z)) = 0 vì ϕ là đơn cấu.
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Hệ quả 2.3.2. Từ Định lí hệ số phổ dụng 1.4.8, ta cũng tính được đồng điều thứ n của

SL2(Z) cho bởi

Hn(SL2(Z);Z) =


Z, n = 0

Z/12, n lẻ

0, n > 0 chẵn.



CHƯƠNG

ĐỒNG ĐIỀU THỨ NHẤT

CỦA SL2(Z[1/m]) 3
Ở chương này, dựa trên kết quả Carl-Fredrik [NB24], ta sẽ tính đồng điều thứ nhất của

nhóm SL2(Z[1/m]) với m bất kì thông qua abel hóa (Định lí 1.5.7).

Cho m ⩾ 1, định nghĩa nhóm

Hm = ⟨x,y | xmyxm = yxmy,ymxym = xymx,(x2ym)4 = 1⟩.

Ta bắt đầu phần này với một quan sát.

Mệnh đề 3.0.1.
H1 ∼= SL2(Z).

Chứng minh. Trước tiên ta ghi lại

H1 = ⟨x,y | xyx = yxy,(x2y)4 = 1⟩ (3.1)

Ta sẽ chứng tỏ biểu diễn trên tương đương với biểu diễn ta đưa ra cho SL2(Z) ở Hệ quả

2.2.4

SL2(Z) = ⟨R,S | R6 = S4 = 1,R3 = S2⟩.

Ta có (x2y)4 = x(xyx)(xyx)(xyx)xy = x(yxy)(yxy)(yxy)xy = (xy)6. Vậy bằng cách đặt

r = xy, s = x2y, ta sẽ đưa về được biểu diễn mong muốn, thật vậy

r3 = s2 ⇐⇒ x2yx2y = xyxyxy ⇐⇒ xyx = yxy.

Suy ra biểu diễn 3.1 tương đương với ⟨r,s | r6 = s4 = 1,r3 = s2⟩ ∼= SL2(Z).
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Bổ đề 3.0.2 ([Men67]). SL2(Z[1/m]) được sinh bởi ba ma trận sau

A =

(
1 0
1 1

)
, B =

(
0 1
−1 0

)
, Um =

(
m 0
0 1/m

)
.

Bổ đề 3.0.3. Với m ⩾ 1, ánh xạ ϕm : Hm → SL2(Z[1/m]) xác định bởi

ϕm(x) = A =

(
1 0
1 1

)
và ϕm(y) = Qm =

(
1 −1/m
0 1

)
là toàn cấu.

Chứng minh. Đầu tiên để kiểm tra tính đồng cấu, ta cần kiểm tra ảnh của mọi quan hệ

trên Hm phải bảo toàn qua ϕm, thật vậy

AmQmAm =

(
0 −1/m
m 0

)
= QmAmQm.

Qm
mAQm

m =

(
0 −1
1 0

)
= AQm

mA.

A2Qm
m =

(
1 −1
2 −1

)
là phần tử cấp 4.

Để chứng tỏ ϕm toàn ánh, để ý rằng

B = A−1Q−m
m A−1 và Um = B−1Q−1

m A−mQ−1
m ,

Kết hợp với Bổ đề 3.0.2 ta suy ra được A = ϕm(x) và Um = ϕm(y) sinh ra SL2(Z[1/m]).

Vậy ϕm toàn cấu.

Định lí 3.0.4. Với m ⩾ 1, ta có

H1(SL2(Z[1/m])) = (Hm)
ab ∼=



1 nếu 6 | m,

Z/3 nếu 2 | m và gcd(m,3) = 1,

Z/4 nếu 3 | m và gcd(m,2) = 1,

Z/12 nếu gcd(m,6) = 1.

Chứng minh. Bằng cách thêm quan hệ giao hoán cho Hm ta được

(Hm)
ab = ⟨x,y | xm = y, ym = x, x8y4m = 1, xy = yx⟩

= ⟨x | xm2−1 = 1, x4m2+8 = 1⟩
∼= Z/gcd(m2 −1,4m2 +8).
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Đặt Gm = SL2(Z[1/m])ab. Từ Bổ đề 3.0.3 suy ra ϕm cảm sinh một toàn cấu ϕab
m :

(Hm)
ab →Gm. Nếu 6 | m thì (Hm)

ab = 1, dẫn đến Gm = 1. Nếu 2 | m và gcd(m,3)= 1 thì

|Gm|⩽ 3, tuy nhiên trong trường hợp này ta có toàn cấu từ SL2(Z[1/m]) vào SL2(Z/3)

(là nhóm có abel hóa bằng Z/3), do đó Gm ∼= Z/3. Nếu 3 | m và gcd(2,m) = 1 thì

|Gm| ⩽ 4, tuy nhiên lúc này ta lại có toàn cấu từ SL2(Z[1/m]) vào SL2(Z/4) (là nhóm

có abel hóa bằng Z/4), do đó |Gm| = Z/4. Cuối cùng, nếu gcd(m,6) = 1 thì khi đó

|Gm|⩽ 12, kết hợp hai lập luận trên ta suy ra Gm ∼= Z/4×Z/3 ∼= Z/12.



CHƯƠNG

ĐỐI ĐỒNG ĐIỀU CỦA

SL2(Z[1/p]) 4
Đối đồng điều của SL2(Z[1/p]) với p nguyên tố đã được Adem và Naffah tính triệt để

vào 1998 [AN98]. Trong chương này, tôi sẽ trình bày lại công trình nêu trên của hai tác

giả.

Nhắc lại Hệ quả 1.3.26, ta có phân tích amalgam

SL2(Z[1/p])∼= SL2(Z)∗Γ0(p) SL2(Z),

trong đó Γ0(p) là nhóm con đồng dư Hecke của SL2(Z). Ta đã tính được đối đồng điều

của SL2(Z) từ chương trước, bước tiếp theo ta cần tính đối đồng điều của nhóm con

đồng dư Γ0(p).

4.1 Phân tích lớp kề

Ta kí hiệu C2,C4 và C6 là các nhóm con cyclic của SL2(Z) lần lượt sinh bởi ma trận

a2,a4 và a6 cho bởi

a2 =

(
−1 0
0 −1

)
, a4 =

(
0 −1
1 0

)
, a6 =

(
0 −1
1 1

)
.

Xét G = SL2(Fp) và

B =

{(
∗ ∗
0 ∗

)
∈ SL2(Fp)

}
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là nhóm con của G. Ta dễ dàng kiểm tra được tập các lớp kề phải B\G có phân tích

B\G = Ba4 ⊔

⊔
x∈Fp

B
(

1 0
x 1

) .

Do a2 nằm trong tâm của G nên ta có phân tích lớp kề đôi cho G dùng B và C2 như sau

G = Ba4C2 ⊔

⊔
x∈Fp

B
(

1 0
x 1

)
C2

 .

Áp dụng công thức lớp kề đôi, ta được

Z[G/C2]|B ∼= (Z[B/C2])
p+1.

Tiếp theo ta xét lớp kề đôi của G dùng C4. Để ý rằng(
1 0
x 1

)(
0 −1
1 0

)
=

(
0 −1
1 −x

)
và
(

0 −1
1 −x

)(
1 0

1/x 1

)
=

(
−1/x −1

0 −x

)
.

Từ đây ta kết luận, trong trường hợp x ̸=−1/x hay x ̸= 0, thì

B
(

1 0
x 1

)(
0 −1
1 0

)
= B

(
1 0

−1/x 1

)
.

Suy ra

B
(

1 0
x 1

)
C4 = B

(
1 0
x 1

)
⊔B
(

1 0
−1/x 1

)
và Ba4C4 = B⊔Ba4.

Đối với cả hai trường hợp, hai lớp kề bị hoán vị bởi ma trận a4. Trong trường hợp

x2 +1 = 0, lớp kề bị cố định bởi tác động này và do đó bằng với lớp kề đôi tương ứng.

Nhắc lại một kết quả sơ cấp rằng đa thức t2 + 1 có nghiệm trong Fp khi và chỉ khi

p ≡ 1 mod 4. Điều này cộng với công thức lớp kề đôi ta được

Z[G/C4]|B ∼= Z[B/s1C4s−1
1 ]⊕Z[B/s2C4s−1

2 ]⊕ (Z[B/C2])
(p−1)/2

nếu p ≡ 1 mod 4, trong đó trong đó s1,s2 ứng với hai nghiệm của đa thức x2 + 1 = 0.

Và với các trường hợp còn lại thì

Z[G/C4]|B ∼= (Z[B/C2])
(p−1)/2.

Với C6 ta cần nhìn vào tác động của ma trận cấp 3,
(

0 1
−1 −1

)
lên lớp kề đôi. Trong

trường hợp này thì quỹ đạo của tác động trên có dạng

B
(

1 0
x 1

)
, B

(
1 0

1/(1− x) 1

)
, B

(
1 0

(x−1)/x 1

)
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trong đó x ̸= 1. Lớp kề bị cố định khi và chỉ khi x2 − x+1 = 0. Nếu p > 3, đa thức có

nghiệm trong Fp khi và chỉ khi p ≡ 1 mod 3. Nếu x = 1, lớp kề cho ta các quỹ đạo

B, B
(

1 0
1 1

)
, Ba4.

Từ đó ta có phân tích

Z[G/C6]|B ∼= Z[B/s1C6s−1
1 ]⊕Z[B/s2C6s−1

2 ]⊕Z[B/C2]
(p−1)/3 nếu p ≡ 1 mod 3

và

Z[G/C6]|B ∼= Z[B/C2]
(p+1)/3 trong trường hợp còn lại.

4.2 Đối đồng điều thứ nhất của Γ0(p)

Nhắc lại chương 1 thì SL2(Z) tác động lên cây X có các nhóm con ổn định hữu hạn. Ta

có nhóm con đồng dư chính Γ(p) tự do xoắn nên tác động tự do lên X, từ đó cảm sinh ra

tác động của G = SL2(Fp) lên đồ thị hữu hạn X/Γ(p). Nhóm con ổn định của tác động

này chính là C4 và C6 đối với đỉnh và C2 đối với cạnh của miền cơ bản. Trước tiên ta sẽ

đi mô tả cấu trúc của không gian phân loại BΓ0(p) của Γ0(p).

Mệnh đề 4.2.1. Xét EB là không gian co rút được sao cho tác động cho bởi B là tác

động tự do. Khi đó

BΓ0(p)∼= (EB×T/Γ(p))/B.

Chứng minh. Xét dãy khớp ngắn cho bởi

1 → Γ(p)→ Γ0(p)→ B → 1.

Sử dụng phép chiếu π : Γ0 → B, ta định nghĩa tác động chéo của Γ0(p) lên EB×X cho

bởi

g(x,y) = (x(π(g))−1,gy).

Vì B tác động tự do lên EB nên tác động ta đưa ra cũng tự do. Hơn nữa EB×X cũng

là không gian co rút được nên không gian quỹ đạo (EB×X)/Γ0(p) tương đương đồng

luân với không gian phân loại BΓ0(p). Cuối cùng ta có

(EB×X)/Γ0(p)∼= (EB×X/Γ(p))/B.

Gọi C∗ là đối phức ô tương ứng với phức B-CW của cây T/Γ(p), từ các lập luận trên ta

suy ra được

C0 ∼= Z[G/C4]|B ⊕Z[G/C6]|B và C1 ∼= Z[G/C2]|B.
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Lúc này dãy phổ đẳng biến theo lọc thứ 2 được mô tả ở Định lí 1.6.4 hội tụ về H∗(Γ0(p)),

với E pq
1

∼= Hq(B,Cp). Ngoài ra E pq
2 = 0 ngoại trừ p = 0,1, do đó theo Mệnh đề 1.6.2 ta

có dãy khớp

0 → E1,n−1
2 → Hn(Γ0(p))→ E0,n

2 → 0.

Từ đó ta có dãy khớp dài

· · · → H i(Γ0(p))→ H i(B,C0)→ H i(B,C1)→ H i+1(Γ0(p);Z)→ ·· · , (4.1)

trong đó đồng cấu ở giữa là đồng cấu cảm sinh từ đồng cấu biên của C∗.

Mệnh đề 4.2.2. H1(Γ0(p);Z)∼= ZN(p), trong đó

N(p) =



(p−7)/6, nếu p ≡ 1 mod 12,

(p+1)/6, nếu p ≡ 5 mod 12,

(p−1)/6, nếu p ≡ 7 mod 12,

(p+7)/6, nếu p ≡ 11 mod 12.

Chứng minh. Đoạn đầu của dãy khớp 4.1 có dạng

0 → Z→ (C0)B → (C1)B → H1(Γ0(p);Z)→ H1(B;C0)→ ···

Sử dụng công thức lớp ghép đôi và Mệnh đề 1.5.8 ta được

H1(B;C0)∼= H1(B;Z[G/C4]|B)⊕H1(B;Z[G/C6]|B).

Trong trường hợp p ≡ 1 mod 4, cũng từ Mệnh đề 1.5.8 ta suy ra

H1(B;Z[G/C4]|B)∼=H1(B;Z[B/s1C4s−1
1 ])⊕H1(B;B/s2C4s−1

2 )⊕H1(B;Z[B/C2]
(p−1)/2).

Tính tiếp cho H1(B;Z[G/C2]|B) ta được

H1(B;Z[B/C2]
(p−1)/2)∼=

(p−1)/2⊕
i=1

H1(B;Z[B/C2]),

lúc này theo bổ đề Shapiro

H1(B;Z[B/C2]
(p−1)/2)∼=

(p−1)/2⊕
i=1

H1(B; IndB
C2
Z)

∼=
(p−1)/2⊕

i=1

H1(C2;Z)

∼= 0.



4.3. Đối đồng điều của nhóm con đồng dư PΓ0(p) 46

Tiếp tục ta có

H1(B;Z[B/s1C4s−1
1 ])∼= H1(B; Inds1C4s−1

1
Z)

∼= H1(s1C4s−1
1 ;Z)

∼= H1(C4;Z)
∼= 0.

Điều này dẫn đến H1(B;Z[G/C4]) cũng tầm thường. Sử dụng lập luận trên cho các

trường hợp còn lại ta được H1(B,C0)∼= 0.

4.3 Đối đồng điều của nhóm con đồng dư PΓ0(p)

Bổ đề 4.3.1. Nhắc lại sự phân tính ở Hệ quả 2.2.4

PSL(2,Z)∼= Z/2∗Z/3.

Theo dãy phổ đẳng biến ta được dãy khớp dài

· · · → H i(PΓ0(p);Z)→ H i(PB;PC0)→ H i(PB;PC0)→ H i+1(PΓ0(p);Z)→ ·· · (4.2)

Mệnh đề 4.3.2. H1(PΓ0(p);Z)∼= H1(Γ0(p);Z).

Chứng minh. Phần đầy của dãy khớp 4.2 có dạng

0 → (PC0)PB → (PC1)PB → H1(PΓ0(p);Z)→ H1(PB,PC0)→ ···

Theo Mệnh đề 4.2.2 thì H1(PB;PC0) = 0. Để ý rằng (PC0)PB và (PC1)PB có hạng bằng

nhau, (PC1)PB và (C1)B có hạng bằng nhau, do đó ta có điều phải chứng minh.

Mệnh đề 4.3.3. Với số nguyên i ⩾ 1, ta có

H2i(PΓ0(p);Z)∼=



Z/6⊕Z/6 nếu p ≡ 1 mod 12,

Z/2⊕Z/2 nếu p ≡ 5 mod 12,

Z/3⊕Z/3 nếu p ≡ 7 mod 12,

0 nếu p ≡ 11 mod 12.

và H2i+1 = 0.

Chứng minh. Chú ý rằng PC1 là PB-môđun tự do, suy ra H2i+1(PB;PC1) = 0. Từ điều

đó cộng với dãy khớp dài 4.2 ta suy ra H2i(PΓ0(p);Z)∼= H2(PB;PC0) với mọi i ⩾ 0 và

H2i+1(PΓ0(p);Z) = H2i+1(PB;PC1) = 0.
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4.4 Đối đồng điều của nhóm con đồng dư Γ0(p)

Dùng dãy phổ Lyndon-Hochschild-Serre 1.6.3 trên Z/3 liên kết dãy khớp sau

1 →C2 → Γ0(p)→ PΓ0(p)→ 1,

ta được

E pq
2 = H p(PΓ0(p);Hq(C2;Z/3))⇒ H p+q(Γ0(p);Z/3).

Ta thấy rằng Hq(C2;Z/3) = 0 với mọi q > 0 và H0(C2;Z/3). Điều này dẫn đến E2 = E∞

và ta được Hn(Γ0(p);Z/3) ∼= Hn(PΓ0(p);Z/3). Do đó thành phần 3-nguyên sơ của

Hn(PΓ0(p);Z) và Hn(Γ0(p);Z) là như nhau.

Mệnh đề 4.4.1. H2 (Γ0(p),Z)(2) ∼= Z/4⊕Z/2.

Bây giờ chúng ta chứng minh rằng nhóm H2 (Γ0(p),Z) chứa nhóm Z/4. Thật vậy, theo

lập luận ở phía trên thì các nhóm con hữu hạn của nhóm Γ0(p) sẽ có các dạng sau (tương

đương theo phép liên hợp)

(
−1 0
0 −1

)
,

(
−1 −1
1 0

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 1

)

Chúng ta cần tìm g =

(
a b
c d

)
sao cho g

(
0 1
−1 0

)
g−1 ∈ Γ0(p).

để được điều trên, chúng ta cần ràng buộc sau c2+d2 = kp. Tiếp theo chúng ta sử dụng

sự kiện: mọi số được phân tích thành tổng hai bình phương nếu nó không chứa bất kỳ số

nguyên tố nào thỏa p ≡ 3 mod (4). Tóm lại, chúng ta đã chứng minh được bổ đề sau.

Bổ đề 4.4.2. Nếu p ≡ 1,5 mod (12) thì nhóm Γ0(p) phải chứa nhóm con C4.

Vì vcd(Γ0(p)) = 1 nên theo Định lý 1.87, ta được

Ĥ∗ (Γ0(p),Z)(2) =
∏

P∈P

Ĥ∗(N(P))(2)

trong đó P là 2− nhóm con abel của Γ0(p) với hạng ⩽ 1 và P là tập các lớp của các

nhóm con cấp hai trong nhóm Γ0(p) theo phép liên hợp. Tiếp theo, vì nhóm Γ0(p) chứa

nhóm con C4 và Ĥ∗ (N (C4))(2) = Ĥ∗ (C4)
N(C4) nên đối đồng điều thứ hai của nhóm

Γ0(p) phải chứa thành phần Z/4. Cuối cùng ta được Định lí sau.
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Định lí 4.4.3. Với số nguyên i ⩾ 1, ta có

H2i(Γ0(p);Z)∼=



Z/12⊕Z/6 nếu p ≡ 1 mod 12,

Z/4⊕Z/2 nếu p ≡ 5 mod 12,

Z/3⊕Z/6 nếu p ≡ 7 mod 12,

Z/2 nếu p ≡ 11 mod 12.

và

H2i+1(Γ0(p);Z)∼= (Z/2)N(p).

4.5 Đối đồng điều của SL2(Z[1/p])

Sử dụng dãy khớp dài 1.5.19 lên phân tích amalgam 1.3.26

SL2(Z[1/p])∼= SL2(Z)∗Γ0(p) SL2(Z).

ta được

0 → ZN(p) → H2(SL2(Z[1/p]);Z)→ Z/12⊕Z/12

→ H2(Γ0(p);Z)→ H3(SL2(Z[1/p]);Z)→ 0

và

0 → (Z/2)N(p) → H2i(SL2(Z[1/p]);Z)→ Z/12⊕Z/12

→ H2i(Γ0(p);Z)→ H3(SL2(Z[1/p]);Z)→ 0

Từ Định lí 3.0.4 ta biết rằng

H1(SL2(Z[1/p]);Z)∼=


Z/3 nếu p = 2,

Z/4 nếu p = 3,

Z/12 còn lại.

Do đó với p > 3, H2(SL2(Z[1/p]);Z)∼= ZN(p)⊕Z/12. Đặt A(p) = 12/|Q(p)|, trong đó

Q(p) là nhóm con cyclic lớn nhất của H2(Γ0(p);Z). Suy ra

0 → (Z/2)N(p) → H2i(SL2(Z[1/p]);Z)→ Z/12⊕Z/A(p)→ 0 (4.3)

và

H2i+1(SL2(Z[1/p]);Z)∼= H2i(Γ0(p);Z)/Q(p).
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Dựa trên tính toán cho Γ0(p), ta có

Q(p) =



Z/12 nếu p ≡ 1 mod 12,

Z/4 nếu p ≡ 5 mod 12,

Z/6 nếu p ≡ 7 mod 12,

Z/2 nếu p ≡ 11 mod 12.

Cuối cùng ta chỉ cần giải bài toán mở rộng nhóm 4.3. Tóm lại ta có định lí.

Định lí 4.5.1. Với p là số nguyên tố lớn hơn 3, ta có H1(SL2(Z[1/p]);Z)∼= 0 và

H2(SL2(Z[1/p]);Z)∼=



Z(p−7)/6 ⊕Z/12 nếu p ≡ 1 mod 12,

Z(p+1)/6 ⊕Z/12 nếu p ≡ 5 mod 12,

Z(p−1)/6 ⊕Z/12 nếu p ≡ 7 mod 12,

Z(p+7)/6 ⊕Z/12 nếu p ≡ 11 mod 12.

Với i ⩾ 2,

H2i(SL2(Z[1/p]);Z)∼=



(Z/2)(p−7)/6 ⊕Z/12 nếu p ≡ 1 mod 12,

(Z/2)(p+1)/6 ⊕Z/12⊕Z/3 nếu p ≡ 5 mod 12,

(Z/2)(p−1)/6 ⊕Z/12⊕Z/4 nếu p ≡ 7 mod 12,

(Z/2)(p+7)/6 ⊕Z/12⊕Z/12 nếu p ≡ 11 mod 12.

và

H2i−1(SL2(Z[1/p]);Z)∼=



Z/6 nếu p ≡ 1 mod 12,

Z/2 nếu p ≡ 5 mod 12,

Z/3 nếu p ≡ 7 mod 12,

0 nếu p ≡ 11 mod 12.

Ta chỉ cần tính toán riêng cho hai trường hợp p = 2,3 còn lại. Cụ thể ta có

H i(Γ0(Z/3);Z)∼=


Z nếu i = 0,1,

Z/6 nếu i chẵn,

Z nếu i > 1 lẻ.

Khi đó ta có H2(SL2(Z[1/3]);Z)∼= Z⊕Z/4 và H2i+1(SL2(Z[1/3]);Z) = 0. Cuối cùng

ta cần xử lí mở rộng

0 → Z/2 → H2i(SL2(Z[1/p]);Z)→ Z/12⊕Z/2 → 0.
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Dãy này chẻ với hạng tử Z/4 được thêm vào. Tóm lại ta có

H i(SL2(Z[1/3]);Z)∼=


0 nếu i lẻ,

Z⊕Z/4 nếu i = 2,

Z/12⊕Z/4 nếu i chẵn ⩾ 2.

Với trường hợp p = 2 phức tạp hơn trường hợp trước ở chỗ Γ(2) không tự do xoắn. Tuy

nhiên ta có thể khắc phục bằng cách sử dụng PΓ(2) để thay thế, nhóm này tự do có hạng

bằng 2, do đó ta có mở rộng

1 → PΓ(2)→ PΓ0(2)→ Z/2 → 1.

Bằng cách phân tích tác động của chúng lên đồ thị tương ứng, ta có

H∗(PΓ0(2);Z)∼=


Z nếu i = 0 hay 1,

Z/2 nếu i chẵn,

0 còn lại.

Từ đây suy ra

H i(Γ0(2);Z)∼=


Z nếu i = 0 hay 1,

Z/4 nếu i chẵn,

Z/2 còn lại.

Tiếp tục sử dụng dãy khớp dài, ta có được H2(SL2(Z[1/2]);Z) ∼= Z⊕Z/3, nếu i lẻ thì

H i(SL2(Z[1/2]);Z) = 0, và trong trường hợp i chẵn thì ta có dãy khớp

0 → Z/2 → H2i(SL2(Z[1/2]);Z)→ Z/12⊕Z/3 → 0.

Nhìn thành phần 2-nguyên sơ, ta thấy rằng Z/12 có nhiều nhất một hạng tử trực tiếp

cyclic. Trường hợp duy nhất là Z/8, do đó

H i(SL2(Z[1/2]);Z)∼=


0 nếu i lẻ,

Z⊕Z/3 nếu i = 2,

Z/24⊕Z/3 nếu i = 2 j, j > 1.



CHƯƠNG

ĐẶC TRƯNG EULER 5
Đặc trưng Euler là một đặc trưng ứng với các đối tượng hình học, được định nghĩa

(không chính thức) là tổng xen dấu của số lượng các ô n chiều. Các nhà toán học từ lâu

đã nhận ra tính bất biến của đặc trưng Euler thông qua các khối đa diện lồi có đặc trưng

Euler bằng 2, trước cả sự ra đời của các nhánh toán học hiện đại như tôpô hay đại số

đồng điều, song lại thiếu tính chặt chẽ.

Bằng cách nhìn nhóm như một đối tượng tôpô, ta cũng mong muốn định nghĩa một bất

biến như thế trên nhóm. Thật vậy, đặc trưng Euler trên nhóm cho ta nhiều thông tin

phong phú liên quan đến các nhóm con hữu hạn. Phần này là một nổ lực trong việc trình

bày lại các kết quả về đặc trưng Euler của nhóm với nội dung được tham khảo chủ yếu

ở [Bro82, Chương IX].

5.1 Đặc trưng Euler của phức

Định nghĩa 5.1.1. Cho C là phức không âm của các nhóm Abel. Ta nói C hữu hạn
chiều nếu Ci = 0 với i đủ lớn và giá trị n nhỏ nhất sao cho Cn ̸= 0 được gọi là chiều của

C. Nếu thêm điều kiện Ci hữu hạn sinh thì ta nói C hữu hạn.

Giả sử C hữu hạn chiều và H∗C hữu hạn sinh. Khi đó ta định nghĩa đặc trưng Euler của

C là

χ(C) =
∑
i⩾0

(−1)i rankZ(HiC).

Nếu X là CW-phức hữu hạn chiều thì ta kí hiệu χ(X) thay cho χ(C(X)).

Mệnh đề sau chứng tỏ định nghĩa của ta là một mở rộng của định nghĩa cổ điển cho đặc

51
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trưng Euler:

Mệnh đề 5.1.2. Nếu C là phức dây chuyền hữu hạn thì khi đó

χ(C) =
∑
i⩾0

(−1)i rankZ(Ci).

Chứng minh. Gọi n là chiều của phức (C,d). Từ hai dãy khớp ngắn

0 kerdi Ci Imdi 0

0 Imdi+1 kerdi Hi(C) 0

i di

i π

ta có  rankZCi = rankZkerdi + rankZ Imdi

rankZkerdi − rankZ Imdi+1 = rankZHi(K)

suy ra

χ(C) =
n∑

i=0

(−1)i(rankZkerdi − rankZ Imdi+1)

=
n∑

i=0

(−1)i rankZkerdi +
n∑

i=0

(−1)i+1 rankZ Imdi+1.

Do rankZ Imdn+1 = rankZ Imd−1 = 0 nên

χ(C) =
n∑

i=0

(−1)i rankZkerdi +
n+1∑

i=−1

(−1)i+1 rankZ Imdi+1

=

n∑
i=0

(−1)i rankZkerdi +

n∑
i=0

(−1)i rankZ Imdi

=

n∑
i=0

(−1)i(rankZkerdi + rankZ Imdi+1)

=

n∑
i=0

(−1)i rankZCi.

5.2 Đặc trưng Euler của nhóm

Định nghĩa 5.2.1. Giả sử Γ là nhóm sao cho HiΓ hữu hạn sinh với mọi i và HiΓ hữu

hạn với i ⩾ n đủ lớn nào đó, khi đó ta đặt

χ̃(Γ) =
∑

i

(−1)i rankZ(HiΓ)
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là đặc trưng Euler ngây thơ của Γ.

Ta gọi định nghĩa này là ngây thơ vì ở đoạn sau ta sẽ nhận thấy giá trị tính từ χ̃(Γ) không

cho ra đúng với đặc trưng Euler mà ta mong đợi.

Định nghĩa 5.2.2. Cho R là vành và M là R-môđun. Ta định nghĩa

proj dimR M = inf{độ dài các phép giải xạ ảnh của M}

là chiều xạ ảnh của M. Nếu M không có phép giải xạ ảnh với độ dài hữu hạn thì ta quy

ước proj dimR M = ∞.

Định nghĩa 5.2.3. Cho Γ là nhóm, khi đó ta định nghĩa.

cd Γ = inf{n | H i(Γ,−) = 0,∀i > n}.

là chiều đối đồng điều của nhóm Γ. Ngoài ra ta có thể chỉ ra rằng cd Γ = proj dimZΓZ.

Định lí 5.2.4 (Serre). Nếu Γ là nhóm tự do xoắn và Γ′ là nhóm con có chỉ số hữu hạn

thì khi đó cd Γ′ = cd Γ.

Hệ quả 5.2.5. Mọi nhóm con tự do xoắn có chỉ số hữu hạn trong nhóm Γ đều có cùng

chiều đối đồng điều.

Chứng minh. Giả sử Γ′ và Γ′′ là các nhóm con tự do xoắn có chỉ số hữu hạn trong Γ thì

khi đó cd Γ′ = cd (Γ′∩Γ′′) = cd Γ′′ theo Định lí 5.2.4.

Định nghĩa 5.2.6. Ta mong muốn định nghĩa tổng quát khái niệm chiều đối đồng điều

cho một nhóm Γ chứa phần tử xoắn bất kì. Hệ quả 5.2.5 cho ta thấy chiều đối đồng điều

có tính nhất quán giữa các nhóm con có chỉ số hữu hạn trong Γ. Do đó ta định nghĩa tựa
chiều đối đồng điều của Γ là chiều đối đồng điều của một nhóm con tự do xoắn có chỉ

số hữu hạn trong Γ, kí hiệu vcd Γ. Nếu không tồn tại nhóm con tự do xoắn nào có chỉ số

hữu hạn trong Γ thì ta quy ước vcd Γ = ∞.

Định nghĩa 5.2.7. Ta nói nhóm Γ có loại đồng điều hữu hạn nếu

(i) vcd Γ < ∞.

(ii) Mọi Γ-môđun M hữu hạn sinh theo nghĩa nhóm Abel đều có Hi(Γ,M) hữu hạn

sinh với mọi i.
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Bổ đề 5.2.8. Nếu Γ là nhóm và Γ′ là nhóm con của Γ với chỉ số hữu hạn, thì khi đó Γ

có loại đồng điều hữu hạn nếu và chỉ nếu Γ′ có loại đồng điều hữu hạn.

Định nghĩa 5.2.9. Giả sử Γ có loại đồng điều hữu hạn và tự do xoắn. Khi đó ta định

nghĩa đặc trưng Euler của Γ cho bởi

χ(Γ) =
∑

i

(−1)i rankZ(Hi(Γ)).

Định lí 5.2.10. Nếu Γ là nhóm tự do xoắn có loại đồng điều hữu hạn và Γ′ là nhóm con

có chỉ số hữu hạn, khi đó

χ(Γ′) = (Γ : Γ
′)χ(Γ).

Định nghĩa 5.2.11. Lấy ý tưởng từ Định lí 5.2.10, ta có thể định nghĩa đặc trưng Euler

của một nhóm có loại đồng điều hữu hạn với phần tử xoắn bất kì theo nghĩa

χ(Γ) =
χ(Γ′)

(Γ : Γ′)
∈Q.

trong đó Γ′ là nhóm con tự do xoắn có chỉ số hữu hạn trong Γ.

Ta cần phải chứng tỏ định nghĩa trên không phụ thuộc vào cách chọn Γ′. Thật vậy, giả

sử Γ′′ cũng là nhóm con tự do xoắn có chỉ số hữu hạn trong Γ, đặt Γ0 = Γ∩Γ′′, khi đó

χ(Γ′)

(Γ : Γ′)

(5.2.10)
=

χ(Γ0)/(Γ
′ : Γ0)

(Γ : Γ′)
=

χ(Γ0)

(Γ : Γ0)
.

Tương tự ta cũng có χ(Γ′′)/(Γ : Γ′′) = χ(Γ0)/(Γ : Γ0).

Mệnh đề 5.2.12. (a) Nếu Γ là nhóm có loại đồng điều hữu hạn và Γ′ ⩽ Γ có chỉ số hữu

hạn thì

χ(Γ′) = (Γ : Γ
′)χ(Γ).

(b) Cho 1 −→ Γ′ −→ Γ −→ Γ′′ −→ 1 là dãy khớp ngắn với Γ và Γ′ là các nhóm có loại đồng

điều hữu hạn, khi đó nếu Γ tựa tự do xoắn thì Γ có loại đồng điều hữu hạn và

χ(Γ) = χ(Γ′)χ(Γ′′).

(c) Cho Γ = Γ1 ∗A Γ2, trong đó Γ1, Γ2 và A có loại đồng điều hữu hạn. Nếu Γ tựa tự do

xoắn thì khi đó Γ cũng có loại đồng điều hữu hạn và

χ(Γ) = χ(Γ1)+χ(Γ2)−χ(A).
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Ví dụ 5.2.13. Xét phân tích SL2(Z)∼= Z/4∗Z/2 Z/6, khi đó

χ(SL2(Z)) =
1
4
+

1
6
− 1

2
=− 1

12
.

Bằng cách tác động Γ lên các CW-phức, ta có thể trích xuất được thông tin về χ(Γ). Do

đó, một định nghĩa đặc trưng Euler mới được sinh ra đóng vai trò là một công cụ quan

trọng.

Định nghĩa 5.2.14. Giả sử X là Γ-phức sao cho

(i) Mọi nhóm con đẳng hướng Γσ có loại đồng điều hữu hạn, với σ là ô trong X .

(ii) Không gian quỹ đạo X/Γ chỉ có hữu hạn các ô.

Khi đó ta định nghĩa đặc trưng Euler đẳng biến

χΓ(X) =
∑
σ∈E

(−1)dimσ
χ(Γσ ).

với E là tập chứa các ô đại diện cho lớp quỹ đạo X/Γ. Để ý rằng χ(Γ) = χΓ(một điểm),

do đó ta có thể coi đặc trưng Euler đẳng biến là một khái niệm tổng quát của đặc trưng

Euler thông thường.

5.3 Tính nguyên của χ(Γ)

Cho Γ là nhóm có loại đồng điều hữu hạn. Ta biết rằng χ(Γ) ∈ Z nếu Γ tự do xoắn,

nghĩa là bằng một cách nào đó tính không nguyên của χ(Γ) bị ảnh hưởng do các phần

tử xoắn của Γ.

Nhận xét 5.3.1. Giả sử χ(Γ) = n/m ∈Q với (n,m) = 1. Nếu Γ′ là nhóm con tự do xoắn

có chỉ số hữu hạn thì (Γ : Γ′)χ(Γ) = χ(Γ′) ∈ Z, nghĩa là m|(Γ : Γ′). Suy ra m|d với

d = gcd{(Γ : Γ
′) | Γ

′ ⩽ Γ tự do xoắn có chỉ số hữu hạn}.

Tóm lại, d ·χ(Γ) ∈ Z.

Định nghĩa 5.3.2. Nếu một phần tử của Γ có cấp lũy thừa của p, với p nguyên tố, thì ta

nói phần tử đó p-xoắn.

Bổ đề 5.3.3. Các ước nguyên tố của d chính là các số nguyên tố p sao cho Γ có phần tử

p-xoắn, với d được định nghĩa ở Nhận xét 5.3.1.
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Chứng minh. Trước tiên ta nhận xét rằng nếu H là nhóm con hữu hạn của Γ và Γ′ ⩽ Γ

là nhóm con tự do xoắn thì H tác động tự do lên Γ/Γ′, hơn nữa nếu (Γ : Γ′) hữu hạn thì

(Γ : Γ
′) =

∑
γ∈E

|Hγ|=
∑
γ∈E

|H : Hγ |=
∑
γ∈E

|H|= |E||H|.

Do đó |H| | (Γ : Γ′), dẫn tới |H| | d. Cụ thể, nếu Γ chứa phần tử p-xoắn γ thì nhóm con

sinh bởi γ có cấp là lũy thừa của p, theo Bổ đề Cauchy thì Γ chứa nhóm con cấp p, do

đó p | d.

Ngược lại, giả sử p là ước nguyên tố của d nhưng Γ không chứa phần tử p-xoắn. Xét Γ0

là nhóm con tự do xoắn chuẩn tắc trong Γ. Trước hết ta có p | (Γ : Γ0) do p | d, dẫn đến

tồn tại nhóm con p-Sylow Γ′/Γ0 của Γ/Γ0, với Γ0 ⩽ Γ′ ⩽ Γ. Khi đó (Γ′ : Γ0) là lũy thừa

của p và p không là ước của (Γ : Γ′). ..., suy ra Γ′ tự do xoắn, nghĩa là d | (Γ : Γ′), khi

đó thì p ∤ d (mâu thuẫn).

Định lí 5.3.4. Cho Γ là nhóm có loại đồng điều hữu hạn và

m = lcm{|H| | H ⩽ Γ hữu hạn}.

Khi đó m ·χ(Γ) ∈ Z. Hệ quả là nếu mẫu của χ(Γ) chia hết cho lũy thừa số nguyên tố pa

thì Γ có nhóm con cấp pa.

Hệ quả 5.3.5. Xét mở rộng nhóm 1 −→ Γ −→ E −→ G −→ 1 với Γ là nhóm tự do xoắn có

loại đồng điều hữu hạn và G là p-nhóm. Khi đó nếu p ∤ χ(Γ) thì mở rộng này chẻ.

Chứng minh. Trước tiên theo Mệnh đề 5.2.12, ta có χ(E) = χ(Γ)/|G|, hơn nữa do

p ∤ χ(Γ) nên đây là phân số tối giản. Vậy nên theo Định lí 5.3.4, tồn tại nhóm con G̃

của E có cấp bằng cấp của G. Cuối cùng, do Γ tự do xoắn nên G̃ ∼= G, vậy mở rộng này

chẻ.

Định nghĩa 5.3.6. Ta nói Γ-phức X là chấp nhận được nếu với σ là ô trong Γ thì Γσ

cố định σ từng điểm, nghĩa là γx = x với mọi x ∈ σ và γ ∈ Γσ .

Định lí 5.3.7. Cho Γ là nhóm tựa tự do xoắn. Khi đó vcd Γ hữu hạn khi và chỉ khi tồn

tại Γ-phức X thật sự, co lại được và hữu hạn chiều. Hơn nữa nếu vcd Γ hữu hạn thì ta có

thể chọn phức X chấp nhận được.

Định lí 5.3.8. Cho G là nhóm hữu hạn và Y là G-phức hữu hạn chiều chấp nhận được,

với H∗Y hữu hạn sinh. Khi đó nếu k | |Gy| với mọi y ∈ Y thì k | χ(Y ).
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Ta sẽ dựa trên kết quả trên để chứng minh Định lí 5.3.4:

Chứng minh Định lí 5.3.4: Chọn Γ-phức X lấy từ Định lí 5.3.7. Xét Γ′ ⩽ Γ là nhóm

con tự do xoắn chuẩn tắc với chỉ số hữu hạn. Khi đó Γ′ tác động tự do lên X do các nhóm

con đẳng hướng Γσ hữu hạn, và không gian quỹ đạo Y = X/Γ′ là không gian phân loại

của Γ′. Do đó

χ(Γ) =
χ̃(Γ′)

(Γ : Γ′)
=

χ(Y )
(Γ : Γ′)

.

Ta mong muốn chứng tỏ
m

(Γ : Γ′)
χ(Y ) ∈ Z,

nhớ rằng cấp của các nhóm con hữu hạn trong Γ chia hết cho (Γ : Γ′) nên m chia hết cho

(Γ : Γ′). Dẫn đến k = (Γ : Γ′)/m là số nguyên và ta chỉ cần chứng tỏ k | χ(Y ) là đủ.

Đặt G là nhóm thương hữu hạn Γ/Γ′. Tác động của Γ lên X cảm sinh một tác động tự

nhiên từ G lên Y . Ta sẽ chứng minh rằng π(Γσ ) = Gτ , trong đó σ là ô trong X , τ = σΓ′

là ô trong Y và π : Γ → G là toàn cấu tự nhiên. Giả sử gτ = τ và xét γ ∈ Γ sao cho

π(γ) = g. Đầu tiên ta có γσ và σ cùng thuộc quỹ đạo τ . Do đó tồn tại γ ′ ∈ Γ′ sao cho

γ ′γσ = σ , trong đó π(γ ′γ) = π(γ) = g. Vậy Gτ ⊆ π(Γσ ). Bao hàm thức ngược lại là

hiển nhiên.

Từ đây ta có tác động của G lên Y cũng chấp nhận được và |Gτ | | |Γσ |. Nhưng vì |Γσ | | m

nên |Gτ | | m. Do đó lực lượng của quỹ đạo |Gτ| = |G|/|Gτ | chia hết cho k = |G|/m.

Theo Định lí 5.3 thì k | χ(Y ).
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