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LOI CAM ON

Dau tién toi xin dudc dic biét danh 18i cdm on chan thanh va siu sic dén v6i ngudi thay
huéng din cia toi 1a TS. Bui Anh Tuin, nhd c6 su huéng dan clia thiy trong sudt mot
nim qua ma téi méi c¢6 thé dan dinh hinh dudc huéng di clia ban than trong tuong lai va

ciing nhd thiy t6i méi hoan thanh dudc bai khéa luan ma tdi vo ciing tim dac nay.

Toi cling mudn gii 18i cdm on dén anh VO Qubc Bao va chi Nguyén Thi Ngoc Thu da
cung toi thuc hién seminar hang tuan va dua ra nhan xét trong khoang thdi gian thuc
hién khéa luan. Hon nita mot phan khong nhé bai khéa luin nay ctia tdi dude tham khio

dua trén luin van thac si cia anh Bao da lam trude do.

Ngoai ra toi cling mudn bay té long biét on ddi v6i nhiing ngusi thay, ngudi co trong bod
mon dai s6, nhitng bai gidng clia cac thay cd 12 niém cdm hiing cho t6i theo dudi chuyén
nganh dai s6 néi riéng va toan hoc néi chung.

Cubi cung t6i mudn cdm on gia dinh tdi, cAm on ba me va anh hai da ludn Gng ho toi
trong moi quyét dinh cla tdi trong cudc doi. Pudc sinh ra dudi su nudi ning clia gia

dinh 1a niém hanh phic va may man 16n nhat cia cudc doi toi.

TP. H6 Chi Minh, ngay 03 thang 07 nim 2024

Nguyén Pinh Ping Khoa
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LOI MO PAU

Déi dong diéu ctia nhém sb hoc néi riéng va nhom rdi rac trén nhém dai sd néi chung
c6 lién hé mat thiét dén 1i thuyét sd hién dai, cu thé 1a dang tu dang ciu ciing nhu L-ham
[VenO1]. Hay vao nim 1971, G. Harder dua ra cong thiic Gauss-Bonnet cho nhém s
hoc cung véi cong thic lién hé gitta dac trung Euler cua chung véi cac gia tri cua ham
zeta Riemann [Har71]. Mot cach tu nhién, ta c6 thé tdng quét khdi niém nhém sb hoc
bang cach xét tinh nguyén cia cic diém trén nhom dai s6 & ngoai tap hitu han cac sd
nguyén t6 S, ta goi mot nhém nhu vy 1a nhém S-s6 hoc. Trong bai khéa luan nay, toi sé
khong trinh bay nhiing mbi lién hé k€ trén ma tip trung tinh todn xoay quanh mdt 16p

cac nhom S-s6 hoc c6 dang SL;[1/m], v6i m 1a tich cdc s6 nguyén t6 phan biét.

Cong cudc tinh dbi dong diéu ctia SLy[1/m] c6 thé néi dudc bat nguodn tif su phan tich

cua Serre [Ser80]
SLy(Z[1/m]) = SLy(Z[1/m']) s¢r(p) SL2(Z[1/m']),

trong d6 m = pm’, m’ 1a sb nguyén khong c6 udc nguyén té p va I'h(p) 1a nhém con
ddng du mic p cla SL(Z[1/m]). Bing cich st dung ddy khép dai cho tich amalgam,
ta c6 thé dua bai todn tinh d6i dong diéu ctia nhém 16n SLy(Z[1/m]) thanh bai todn tinh
dbi dong diéu cia nhém nhod hon SL,(Z[1/m']) va nhém con dong du.

Truong hop m = p da dugc A. Adem va N. Naffah giai quyét triét d€ vio ndm 1998
[ANO98]. Nim 2014, TS. Bui Anh Tuin va GS. Graham Ellis da dua ra thuat toan tong
quat d€ tinh dong diéu ctia SLy(Z[1/m]) [BE14], nhung tinh todn thuc té chi kha thi
trong trudng hop m nhd (m < 50). Nam 2016, Hutchinson tinh dudc dong diéu thi hai
khi m 12 bdi ctia 6 [Hut16], phuong phap ctia Hutchinson tham chi c6 thé mé rong dugc
cho mdt 16p cac nhém S-sb hoc rong hon. Niam 2024, Carl-Fredrik tinh dudc dong diéu
thd nhit cho trudng hop m bat ki [NB24]. Tém lai, d6i dong diéu thd n ctia SL,(Z[1/m])
van 1a mot cau héi mé. Do gidi han vé mit thdi gian nén trong bai khéa luan nay, toi
chi trinh bay trong trudng hop m = 1, m = p nguyén td (két qua Adem) van = 1, m bat
ki (két qua cta Carl-Fredrik). Hon nita & chuong 5 tdi sé trinh bay so ludc vé dic trung

Euler ctia nhém, dy 12 mot cong cu cung cip cho ta nhiéu thong tin phong phii ctia mot

5
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nhom va doi dong diéu cia nhom do.

Luén vin nay gdm 5 chuong:

* Chuong 1. Kién thic chuin bi: Trinh bay vén tat vé nhiing 1y thuyét va cong cu
can thiét bao gom ly thuyét pham tru, Iy thuyét Bass-Serre, d6i dong diéu nhom,

nhém S-s6 hoc va ddy phd.

« Chuong 2. Biéu dién va d6i dong diéu ctia SL,(7Z): Trinh bay v& su phan tich
amalgam ctia nhém SL,(Z) bang ly thuyét Bass-Serre. Tir d6 tinh dbi dong diéu

cua nhom do.

« Chuong 3. Pong diéu thi nhét ctia SL,(Z[1/m]): Trinh bay lai cong trinh cia
Carl-Fredrik vé tinh todn dong diéu thi nhat cla SL,(Z[1/m]) bat ki thong qua

abel hoa.

« Chuong 4. P6i dong diéu ctia SL,(Z[1/p]): Trinh bay lai cong trinh ciia Adem va
Naffah vé tinh todn di dong diéu ctia SL,(Z[1/p]) v6i p nguyén to.

 Chuong 5. Diac trung Euler: Trinh bay vé dic trung Euler cia nhém, tinh chét

ctia ching va mot s6 dinh 1i quan trong dé€ dua ra thong tin cho nhém ban dau.



KIEN THUC CHUAN BI

1.1 Ly thuyét pham tru

Dinh nghia 1.1.1. Mot pham tru " dugc ciu thanh tif ba thanh phan:

(i) Ho cac vat ob(%).
(i) Tép cdc cau xa Hom(A, B) iing véi mbi cip vat (A, B).

(iii) Phép hep ndi o : Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(4,C).

Trong d6 ta ki hiéu mot ciu xa f € Hom(A,B) 1a f: A — B hay A i> B. Hop nbi giita
hai chu xa o(f, g) thudng dudc ki hiéu 1a go f hay gf. Cac thanh phan nay phai théa cic
tinh chat:

(i) Hom(A,B) "Hom(A’,B') = &, v6i moi (A, B) # (A’,B’). Nghia 1a mdi chu xa f €
Hom(A, B) ¢6 duy nhét tap ngudn A va tap dich B.

(ii) Ung v6i mbi vat A, ton tai cau xa don vi 14 € Hom(A,A) thda f14 = 14f = f véi
moi f: A — B.

(iii) Phép hop ndi c6 tinh két hop, nghia 1a v6i cac cau xa A S B s ci
h(gf) = (hg)f-

Néu ob % 1a tap hop thi ta n6i 4’ 1a pham tru nho.
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Vi du 1.1.2. Pham trd Grp la pham tri ma cdc vt 12 cdc nhém, ciu xa 1a dong ciu va
phép hop nbi 1a phép hop ndi 4nh xa thong thudng.
Tuong tu ta ciing c6 pham tru gkMod (tuong tng Modg) la pham tru cic R-mddun trai
(tuong ting phai) vdi cAu xa 1a ddng ciu R-modun.

Pham tru Top 12 pham tri ma c4c vat 12 khong gian topd va ciu xa 1a 4nh xa lién tuc.

Pinh nghia 1.1.3. Cho % va Z la hai pham tru, khi d6 mot ham t& 7 : 4 — 2 1a mot

ham bién vt thanh vat, cau xa thanh cau xa thoa:

(i) Néu A € ob(%) thi T(A) € ob(2)

(i) Néu f : A — Bla chu xa trong € thi T(f) : T(A) — T(B) 1a cu xa trong trong 2.

i) Néu A L B % C1a céc chu xa trong & thi T(A) LACIN T(B) AN T(c) 1a cdc ciu

xa trong Z va

T(ef)=T(@T(f)
(iv) T(1a) = l7(4) v6i moi A € 0b(%).

Pinh nghia 1.1.4. Tép tién thi tw / 12 mot tap dugc trang bi quan hé < 6 tinh phan
Xa va bic cu.

Néu I # @ va thoa thém tinh chét: hai phan ti x, y bat ki trong I déu c6 chiin trén, nghia
la ton tai z € I sao cho x < z vay < z thi ta goi (1, <) 1a tap dinh hudng.

Nhén xét 1.1.5. Tap tién thit tu (/,<) c6 thé dugc coi 1a mot pham tru theo nghia
ob(l) =1,

(0] néu x
Hom(x,y) = o

{1y} néux<y
Phép hgp ndi duge dinh nghia bdi 1,1,y = Ly, trong d6 x < y vay < z v6i x,y,z € I. Quan

hé phan xa x < x dugc coi 1a cAu xa don vi trong pham trit nay (1, € Hom(x, x)).

Ngudc lai, mot pham trtt nho thoéa |Hom(x,y)| < 1 va |[Hom(x,x)| = 1 ¢6 th€ coi 1a mot

tap tién thd ty v6i cac phan td 1a céc vat va x < y khi va chi khi |Hom(x,y)| = 1.

Dinh nghia 1.1.6. Cho (1,<) 1a tap tién thu tu va % 1a pham tru bét ki. Mot hé thuan

trong € (trén I) 1a mot ho céc vat {X;}ic; va ciu xa {0ij : Xi = X }i<j sao cho ¢;; = lx,
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vanéu i < j < k thi bi€u do sau giao hodn

X,' ¢ij > Xj
N
X

D€ y ta c6 thé phat biéu ngin gon hon ring mot hé thuan trong € 1a mot ham ti X :
(I, <) — €, trong do ta ki hiéu X; = X(l) va ‘Pij = X(l,‘j).

Pinh nghia 1.1.7. Cho (,<) la tap tién thit ty, ¢ 1a pham tru va {X;, ¢;;} 1 hé thuan
trong ¢ trén I. Gidi han thuan ctia hé trén la mot vat X = @Xi vacaccauxa fi: X; — X
sao cho f;o ¢;; = f;. Hon nita ching phd dung véi tinh chét trén theo nghia, néu Y 1a
mot vat va g; : X; — Y 1a ho cic ciu xa thoa g jo¢;; = g thi khi do ton tai duy nhat mot

cAiuxag:X — Y saochog;=go f.

Dinh nghia trén c6 thé dudc tom tat thong qua biéu dd giao hodn sau

1.2 Nhém S-s6 hoc

1.2.1 Truong s6

Pinh nghia 1.2.1. Cho K la trudng. Mot dinh gia roi rac trén K 1a mot anh xav: K —
Z\J{eo} thoa

* v(xy) = v(x) +v(y)-

* v(x+y) = min(v(x),v(y)).

* v(x) = oo khi va chi khi x = 0.

Khi d6 tap tit c4 cac phan ti x € K thda v(x) > 0 12 mot vanh, dugc goi 1a vanh dinh
gia ctia v. Néu v(K*) = 0 thi v dudc goi 1a dinh gia tam thuong. Hai dinh gid rdi rac
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dudc goi 12 tweng duwong néu ching c6 cuing vanh dinh gia. Néu c¢6 phan ti 7 € K thda
v(m) = 1 thi 7w dugc goi la phan tir dong nhét.

Mot vi du dién hinh la dinh gia p-adic v, (p nguyén t6) trén trudng s6 hitu ti Q cho béi
v,(a) = max{n € Z | a chia hét cho p"},

trong d6 a € Z va véi phan sd a/b € Q,b # 0 bat ki thi v,(a/b) = v,(a) —v,(b). Tit d6
ta dinh nghia chuéin p-adic |- | : K — R cho béi |x|, = p~*»*). Vanh dinh gid ctia v,
lac nay la vanh dia phuong Z,). Thét ra dinh gia p-adic la dinh gia roi rac trén Q duy
nhit ma ta can quan tdm vi moi dinh gia rdi rac khong tam thudng trén Q déu tuong

duong véi dinh gia p-adic nao d6, day l1a ndi dung cua Pinh 1i Ostrowski.

Pinh nghia 1.2.2. M6t mé rong truong K ctia Q véi bac mé rong (K : Q] hitu han duge
goi 12 mot trudng s6. Phan ti x € K dudc goi 1a nguyén néu x 13 nghiém ciia mot da
thiic v6i hé sb nguyén. Tap tit ca cdc phan tit nguyén trong K dugc goi 12 vanh céc s6

nguyeén, ki hiéu 0.

Pinh 1i 1.2.3. Vanh cdc s6 nguyén Ok la vanh Dedekind, nghia 12 moi ideal a that su

clia O c6 phan tich duy nhét thanh tich cac ideal nguyén t6 sai khac mot hoan vi

a=p5ps.. pg. (1.1

Chitng minh. Pay la dinh 1i co ban c6 thé dudc tim thy trong mot cudn sach Ii thuyét
s6 dai s6 bat ki, cu thé ngudi doc c¢6 thé tham khdo chiing minh trong sach ctia Milne
[Mil20, Pinh 1i 3.29]. ]

Dinh nghia 1.2.4. Cho p 1a ideal nguyén t6 cta trudng s6 K. Pinh gia p-adic v, trudc
tién dugc dinh nghia trén Ok cho bdi vy (x) = m, trong d6 xOx = p™a véim > 0,0 #x €
Ok vapfa. m & day chinh la lily thita ctia p trong phan tich nguyén t6 ctia xO%. Tu d6 ta
c6 vp(xy) = vp(x) +vp(y). Vay véi a = x/y € K*, ta dinh nghia vy(a) := vp(x) —vp(y).
Chuin p-adic lic nay dudc dinh nghia Ia x|y, = ¢ (), v6i ¢ € (1,00) 12 hiing s6 cb
dinh truc. Cach chon hing s6 ¢ & day khong quan trong vi ¢ khéc nhau sé cho ra chuén

tuong duong véi nhau.
T day ta ciing c6 Pinh 1i Ostrowski phién ban téng quat cho trudng sd bat ki.

Dinh li 1.2.5 (Ostrowski). Moi dinh gid rdi rac khong tim thudng trén trudng s6 K déu
tuong duong véi dinh gid p-adic, véi p 12 ideal nguyén t6 nao dé cta K.
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Chiing minh. Xem ghi chu cua Keith Conrad [Conb]. [

DPinh nghia 1.2.6. Xét ¥ 1a tap tit ci cac dinh gid roi rac trén trudng s6 K va S C ¥/
hitu han. Phan ti x € K dudc goi 1a S-nguyén néu v(x) > 0 véi moi v € S. Ta ki hiéu
Ok s cho tap tht c& cac phan tit S-nguyén trong K.

Theo Pinh li Ostrowski, mdi dinh gid roi rac khong tim thudng trén K dudc xac dinh
bdi mot ideal nguyén td p, do dé ta cé thé coi tap S & day 1a tap hitu han c4c ideal nguyén
t6. Cu thé hon trong truong hop K = Q thi ta coi ludn S 12 tap hitu han cic sd nguyén t6.

Ménh dé sau dy cho ta mdt md ta cu thé cho Ok.s.

Ménh dé 1.2.7. V6im € O \ {0}, ta cé Ok s = Ok|[1/m] khi va chi khi S chinh Ia tap
hitu han cdc dinh gid r3i rac v trén K sao cho |1/m|, > 1. (Diéu nay tuong duong vdi
phan tich ideal nguyén t6 clia mOx chinh 1a ideal nguyén t ting véi v € S).

Chitng minh. Xem chting minh [Cona, BS dé 1.1].

Vi du 1.2.8. V6i K = Q. Xét S = {p1,..., p.} 12 tap hitu han cac sb nguyén td. Dit
m = pi...pn. Theo Ménh dé 1.2.7, ta c6

Oks={a/beQ]|(a,b)=1,ptb,p &S nguyén o} =Z[1/m].
Trong truong hop S = & thi
Oks= Ok =1.

Diéu nay ciing ding v6i trudng sd K tdng quat, nghia 1a moi phan ti nguyén trong K

cling S-nguyén trong K v6i S 1a tap rong.

1.2.2 Nhém S-s6 hoc

Pinh nghia 1.2.9 ([Sou07]). Cho n € N>, G 1a nhém con cia GL,(C) va K la trudng
s6. G duoc goi 1a mot nhém dai s6 tuyén tinh trén K néu G 12 tap khong diém ciia mot
bd hitu han cic da thiic trén K nhan cac hé sd trong ma trin n X n va nghich d4o dinh thic
clia ma trin d6 lam dbi s6. Nghia la ton tai cac da thic Py, ..., P € K[u,x;;|1 < i, j < n
sao cho

Pi(det(g) ' g) = = Pi(det(g) ', ) =0

v6i moi g € G.

V6i R 1a vanh con ctia C, ta ki hiéu G(R) = GNGL,(R). Nhém G(Q) duge goi la nhom

cac diém hitu ti cia G va G(Z) dudc goi 1a nhém céac diém nguyén ciia G. V& mit
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tong quat thi dinh nghia "diém nguyén" & diy van con han ché vi véi mdi phép nhiing
G — G(Q) khac nhau thi ta lai ¢6 nhém céc di€m nguyén khic nhau. Do d6 dinh nghia
sau c6 thé dudc coi l1a dinh nghia tdng quat hon.

Dinh nghia 1.2.10 ([Sou07]). Cho n € N> va G la nhém dai s6 tuyén tinh trén Q. Hai
nhém con I'y va I’ ciia G dudc goi 1a twong xing néu phan giao 'y NI, ¢6 chi s6 hitu
han trong ca I'; va I',. Nhém s6 hoc I 1a nhém con ciia G(Q) tuong xtng véi G(Z).

Thay vi xét cac diém nguyén trén G thi bang mot cach tu nhién, ta c6 thé xét tong quat

cac di€m S-nguyén trén G.

Dinh nghia 1.2.11. Cho G 12 nhém dai s tuyén tinh trén trudng sd K va S 1a tip hitu
han céc dinh gia roi rac trén K. Néu nhém I tuong xting véi G(Ok s) thi ta goi I 1a

nhom S-s6 hoc.

Vi du 1.2.12. GL,(C) 1a tip c4c ma tran g thoa udet(g) — 1 = 0, trong d6 u = det(g) .
Vay nén GL,(C) 1a nhém dai s6 tuyén tinh trén Q.

Vi du 1.2.13. SL,(C) 1a tap nghiém ctia da thic det(X) — 1 nén 1a nhém dai s tuyén
tinh trén Q c6 nhém cac di€ém hitu ti 1a SL,(Q) va nhém céc diém nguyén 1a SL,(Z).
Do d6 SL,(7Z) 1a nhém sb hoc. Bing cach xét tap céac s6 nguyén td S = {py,..., pi}, ta
¢6 SL,(Ogs) = SLy(Z[1/ps...px]) 1a nhém S-s6 hoc.

BG dé 1.2.14. Néu K 1a trudng sb va a 1a ideal khac 0 ciia O thi O /a hitu han.

Y tudng chiing minh: Ok dang cAu nhém vé6i ZX, trong d6 k 12 bac mé rong ctia K trén Q.
LAy phan tt 0 # a € a, khi d6 N(a) 1a chuén ctia a chia hét cho a nén (N(a)) C (a) C a.
Hon nita Z*/(N(a))Z* = (Z/N(a))* hitu han nén 0% /a hitu han. O

Pinh nghia 1.2.15. Cho G 1a nhém dai s6 tuyén tinh trén trudng sd K. Ta dinh nghia
nh6ém con dong du chinh mifc 1 ciia G(k) 1a nhén ctia ddng cAu chiéu p : G(Ok) —
G(0Ox/a), trong d6 n = |0k /a|, ki hiéu I'(n). p & day 1a toan ciu va do d6 G(Ok) /T'(n) =
G(0Ox /a), nén I'(n) c6 chi s6 hitu han trong G(Ok).

Mot nhém con H clia G(Ox) duge goi 1a nhém con dong du néu H chita nhém con
dong du chinh I'(n). Miic ctia H 1a s6 n nhé nhit thda diéu trén.
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Vi du 1.2.16. Trong trudng hop G = SL,(Z), nhém con dong du chinh I'(r) ¢6 dang

={(c )] (¢ )+ Yoo

Ta cu thé quan tim dén mot nhém con ddng du, duge goi 1a nhém con dong du Hecke
I'o ( p) cho bdi

o) = { (* 7) €522 | e =0 (moa )}

1.3 Ly thuyét Bass-Serre

Ly thuyét Bass-Serre 12 mot cong cu gitip ta nghién cifu nhém thong qua tac dong chiing
1én cay. Cu thé, thong qua tdc dong, ta c6 thé phan tich nhém thanh tich amalgam cuia
cac nhém con. Trong phan nay toi sé trinh bay lai mot phan ctia ly thuyét trén, ndi dung
tham khao cha yéu tir [Ser80].

1.3.1 Tich amalgam

Dinh nghia cho tich amalgam phu thudc vao dinh nghia gidi han truc tiép (1.1.7) trén
pham tri Grp. Néu ta xét pham tru tdng quat thi giSi han khong phai lic nio ciing ton
tai, tuy nhién trong pham tra Grp thi gi6i han ludn ton tai dua trén mot cach xay dung

cu thé:

Ménh dé 1.3.1 ([Ser80]). Cho {Gi}icr 1a mot ho cac nhém va F;; C Hom(G;, G;) v6i
mdi (i, j) € I x I. Gi6i han tryc tiép cla hé (G;, F;;) ton tai duy nhét sai khac mot dang
chu.

Chitng minh. Tinh duy nhit dudc suy ra tli tinh phd dung cla gidi han truc tiép. Vé su

ton tai, ta c6 thé xét nhém tu do sinh béi | | G; chia cho quan hé
e z=xynéux,y,z € G; vaz=xy trong G;.
s x=ynéuxe€G;y€eGjvay= f(x) véi f € F;; ndo do. ]

Dinh nghia 1.3.2 ([Ser80]). Xét cac nhom A, G, G, va cac dong cau f1 : A — Gy, f> :

A — G». Giéi han truc tiép ctia hé trén dugc goi 1 tich amalgam ctia G| va G trén A



1.3. Ly thuyét Bass-Serre 14

thong qua f| va f;, ki hi€u G| x4 G».

A#Gl

L]

Gy, —— G1x4 Gy

Tir 1.3.1 ta ¢c6 mot biéu dién cu thé cho tich amalgam
G1%4 G2 = (51,82 | R1,R2, fi(a) = f2(a), Va € A)

trong d6 G| = (S1 | R1),G2 = (S2 | R2).

Pinh nghia 1.3.3. Tich tu do G, * G, gitta hai nhém G, va G, la tich amalgam cia G

va G5 trén nhém tam thudng.

1.3.2 Cay
Dinh nghia 1.3.4 ([Ser80]). Mot do thi I' bao gom tap cc dinh V = vertT’, tip cac
canh E = edgeI  va hai anh xa
E—-VxV E—E
e (o(e),t(e)) er>e
thda g = e, 2 # e va o(e) = 1(2). Khi d6 ta goi o(e), t(e) va e 1An luot 12 dinh dau, dinh

cuoi va nghich dao cta canh e.

Pinh nghia 1.3.5 ([Ser80]). Mot dinh huéng ctia do thi 'l tip con E, clia E = edgel”
sao cho E = E | |E;. Mot do thi ¢é hudng gdm tip cic dinh X, tap cic canh E, va
anhxaEy -V xV.

Dinh nghia 1.3.6 ([Ser80]). Mot cAu xa giita hai do thi I" va I 1a cdp cdc 4nh xa
o :vertl — vertI” va fB:edgel - T’

thoa at(o(y)) = o(B(y)) va B(y) = B(¥). Cu xa giita hai dd thi dugc goi 12 dang chu
néu a va B 1 song anh. Tép tit ca cac dang cu tir do thi I vao chinh n6 dudgc ki hiéu 1a
Aut(T).

Pinh nghia 1.3.7 ([Ser80]). Cho I' 12 dd thi v6i V = vertI', E = edgeI. Ta xét khong
gian top6 T = V| |(E x [0,1]), trong d6 V va E dugc trang bi topo 16i rac. Goi R 1a
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quan hé tuong duong trén T cho bdi (e,1) = (e,1 —1), (e,0) = o(e) va (e,1) =t(e) v6i
e € E, t €]0,1]. Khi d6 khong gian thuong reall" = T' /R dugc goi la mot nhan dang
clia do thiT.

Dinh nghia 1.3.8 ([Ser80]). Cho # 1a s6 nguyén > 0. Xét do thi c6 hudng

2 n—1 n

0
Path,,: .
[0, 1] [n—1,n]

trong d6 {0,1,...,n} 1a cdc dinh clia do thi, {[i,i+ 1] | 0 <i < n} 1a c4c canh ctia do thi,
v6i dinh huéng dugc xac dinh béi o([i,i+ 1)) =i vat([i,i+ 1)) =i+ 1.

Pinh nghia 1.3.9 ([Ser80]). Mot duwong di (véi chiéu dai n) cia dd thi I' 12 mot cAu xa
tu ¢ : Path,, —T.

Day céc canh (yy,...,y,) v6i y; = c([i — 1,i]) sao cho #(y;) = o(yi+1) xac dinh duong di
c. Néu P, = c(i) thi ta néi c 1a dudng di tt Py dén P, va ta goi chung Py, P, 1a cac dinh
dau cubi.

Mot cip canh c6 dang (y;,yir1) = (v;,¥;) trong duong di dugc goi 1a quay lui. Bing
céach loai bd di mot quay lui, ta c6 thé xay dung dudng di méi c¢6 dd dai n — 2 cho béi
(V1y s i1, Yy+25 -+, Yn)- Do d6 bang quy nap, néu c6 mot dudng di tit P dén Q thi s& c6
mot dudng di tir P dén Q khong c6 quay lui.

Giéi han truc tiép Path,, := @Pathn cho ta khai niém vé dudng di vé han. N6 1a mot

day vo han céc canh (y1,ys,...) sao cho #(y;) = o(yi+1) v6i moi i > 1.

Dinh nghia 1.3.10 ([Ser80]). Mot do thi dudc goi 1a lién thong néu ludn c6 dudng di
qua hai dinh bat ki trong dd thi. D thi con lién thong tdi dai véi quan hé bao ham dugc
goi 12 thanh phan lién théng cia dd thi do.

Nhén xét 1.3.11 ([Ser80]). Mot dd thi lién thong khi va chi khi nhan dang ctia né lién
thong. Hon nita, thanh phan lién thong cda dod thi tuong dng vdi thanh phan lién thong

cua nhan dang.

Dinh nghia 1.3.12 ([Ser80]). Véin > 1, ta xét dd thi c6 hudng



1.3. Ly thuyét Bass-Serre 16

Trong d6 Z, la tap cac dinh, {[i,i+ 1] | i € Z,} la tap cac canh véi dinh hudng cho bdi
o([i,i+1])=ivat([i,i+1])=i+]1.

Dinh nghia 1.3.13 ([Ser80]). Mot chu trinh do dai n trong do thi bat ki 1a do thi con

dang cau vdi Circ,,.

Dinh nghia 1.3.14 ([Ser80]). Mot cy 1a do thi lién thong khac réng khong c6 chu trinh.

1.3.3 Tac dong caa nhom lén cay

Dinh nghia 1.3.15 ([Ser80]). Cho G 1a nhém va X 1a dd thi, mot tac dong cia G 1én X
1a mot dong cAu nhém G — Aut(X).

Ta néi G tac dong tao canh ngudce 1én G néu c6 phan ti g € G va canh y € X sao cho
gy =Yy-

Néu G tac dong 1én X khong tao canh ngudc thi ta c¢6 thé dinh nghia do thi thuong G\ X
véi tap dinh va tap canh tuong ing véi quy dao dudi tic dong G 1én vertX va edge X.
Néu G tic dong khong tao ra canh ngugc va khong phan ti g # 1 nao cd dinh dinh cia
X thi ta n6i day 1a mot tac dong tu do.

Mot mién c¢ ban ciia X dudi tic dong G la dd thi con T sao cho ciu xa cadm sinh
T — G\ X la dang cAu. Ta c6 thé chi ra rang néu X 1a cdy thi mién co ban ton tai khi va
chi khi G\ X la céy.

Pinh i 1.3.16 ([Ser80]). Cho G 1a nhém tac dong 1én do thi X, T 1a canh P r, Q trong
X, dong thdi 1a mién cd béan clia X va ki hiéu Gp, Gg, Gy 1an lugt 1a nhém con ¢ dinh
P, Q va Y. Khi d6 X 1a ciy khi va chi khi dong ciu cdm sinh Gp x, Gp — G la ding

cau.
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1.3.4 Cay Serre
O phan nay ta mic dinh K 1a trudng sd c6 dinh gid ri rac v va vanh dinh gia 0.

DPinh nghia 1.3.17 ([Ser80]). Cho K la mdt truong véi vanh dinh gia ¢. M6t dan trong
K? 1a mot 0-modun ty do c6 hang bing 2 trong K.

Nhan xét 1.3.18 ([Ser80]). Néu L 1a dan trong K? va x € K* thi Lx ciing 12 mot dan, quy
dao cta L dudi tic dong ctia K* 1én tip cac dan trong K2 dudc goi 1a 16p dan. Hai dan
L,L trong K? dugc goi 1 twong dueng néu ching ciing nam trong mot 16p dan, nghia
12 tOn tai phan t x € K* sao cho L’ = Lx, ki hiéu L ~ L.

Bo dé 1.3.19 ([Ser80]). Néu Lo va L; 1a hai dan trong K? thi ton tai L’ ~ L; sao cho
Lll C L.

Xétdan Lo = Ov@® Ow va Ly. Tu bd dé trén, ton tai L] ~ L; sao cho L} C Ly. Theo Dinh

1i thita s6 bat bién cia modun trén vanh chinh, ton tai hai s6 nguyén a, b sao cho
L =0nve on'w,

trong d6 7 12 phan ti ddng nhat trong vanh dinh gid &. Khoang céach giita hai dan lic
nay dudc dinh nghia la
d(L(),L]) = ‘Cl—b’.

Gia tri a,b & day khong phu thudc vao cach chon cd s cho I'y va do d6 khoang cach gitia
hai dan dudc dinh nghia tot. Hon nita néu ta thay Lo, L; bdi hai dan Lox, Loy (x,y € K*)
thi hé s6 a, b lic nay dugc thay bang a + ¢, b + ¢, trong d6 ¢ = v(y/x). Vay ta c6 thé néi
dén khoang céch giita hai 16p dan tuong duong ma khong phu thudc vao cach chon phan
ti dai dién.

Pinh nghia + Pinh Ii 1.3.20 ([Ser80]). Pit X 1a do thi véi tap dinh 1a tap cic 16p dan

trong K? va tip canh 1a tip céc cip 16p dan (A, A’) sao cho d(A,A’) = 1, ta ki hiéu AA/

cho mot canh trong X. Lic nay X 1a cay va X dudgc goi la cay Serre.

Chiing minh. Xem [Ser80, Chuong 2, Muc 1.1, Binh 1i 1]. O]
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1.3.5 Tac dong caa SL,(K) 1én cay Serre

Pinh nghia 1.3.21 ([Ser80]). Ta dinh nghia tac dong ciia nhom GL,(K) 1én dan L =
Ov® Ow cho boi
A(Ove O) = OAvd OAw

Hon ntta tac ddng nay bao toan khoang cach gitta hai dan, do d6 GL,(K) tac dong 1én

cay Serre.

Ménh dé 1.3.22 ([Ser80]). Téc dong SL,(K) 1én cay Serre gidi han tu tdic dong cua
GL,(K) khong tao ra canh ngugc.

Pinh 1i 1.3.23 ([Ser80]). Cho G 1a nhém con ctia GL,(K). Khi d6 néu bao dong ctia G
chita SL,(K) thi AA’ 1a mién co ban cho tic dong ctia G 1én cdy Serre X, trong d6 AA/

12 mot canh ctia X. Tur d6 dan dén
G = Gaxg,,, Gn,

v6i Gp, G, Gan 1an lugt 12 nhém con cia G ¢ dinh A, A’ va AA'.

Chuing minh. Xem [Ser80, Chuong 2, Muc 1.4, Dinh li 2 va Dinh 1i 3]. O
Bing cach tinh nhém con cb dinh dinh va canh ctia cdy Serre, ta ¢ dinh li quan trong
va ndi tiéng sau:

Dinh 1i 1.3.24 (Thara [Ser80]). Cho K la trudng c6 dinh gia roi rac v vé6i vanh dinh gia
O va phan tif dong nhat 7. Khi d6

SLz(K) = SLz(ﬁ) *rSLz(ﬁ)

r:{<* *> € SLy(0)
c *
trong d6 hai phép nhung ti I" vao SL, (&) cho béi

a b (@ b v (@ b N a bm

c d c d c d e nldn)’

B6 dé 1.3.25. [Ser80] Néu A 1a vanh con tri mat trong K thi SL,(A) tru mat trong
SLy(K).

vOi

¢ =0 (mod n)},
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R 11
Chiing minh. Bao dong ctia SL,(A) chita hai nhom con cdng lan lugt sinh bdi < 0 1)

10 : -
va (1 1) . Hon nita hai ma tran nay sinh ra SL,(K). O

Heé qua 1.3.26 ([Ser80]). Vdi p la s6 nguyén td, ta c6
SLy(Z[1/p]) = SLa(Z) *ry(p) SL2(Z),

trong d6 I'o(p) 1a nhém con dong du Hecke ctia SL (7).
Chiing minh. Xem [Ser80, Chuong 2, Muc 1.4, HE qua 2]. []

Tir d6 ta c6 mot két qua tdng quat nhu sau:
Heé qua 1.3.27 ([Ser80]). Néu n 1a s6 nguyén khong c6 udc nguyén tb p thi khi d6
SLy(Z[1/pn]) = SLy(Z[1/n]) *r SLo(Z[1 /n]).

trong do

r= {(’C‘ I) € SLy(Z[1/n)) | ¢ =0 (mod n)}.

Vay nhom SL;(Z[1/py...px]) €6 thé bi€u dién thanh tich amalgam cta cdc nhém SL,(Z)
trén cdc nhom con dong du. Pay 1a két qua quan trong trong cong cudc tinh dbi dong

diéu ctia nhém SLy(Z[1/m]) v6i m 1a tich céc sb nguyén td phan biét bat ki.

1.4 PDaisb dong diéu

Trong muc nay, néu khong gidi thich gi thém, ta mic dinh coi R 1a vanh giao hoan c6

don vi va khi nhac dén mot modun thi ta hiéu d6 1a mot R-modun trai.

Pinh nghia 1.4.1. Mot phire day chuyén 12 mot cip (C,d), trong d6 C = {Cp} ez
la mot ho cac moédun va d = {d,, : C;, — Cy_1}nez 12 mot ho cdc dong chu thda man

an n+l = 0.

dy

d
> O > Cq

d
’ s Cp — -

> Co

Mot phite di day chuyén 1a mot cip (C,d), trong d6 C = {C, } ez 1a moOt ho cac modun

vad = {d":C" — C""'},cz 1a mot ho cic dong cAu thdéa min d" od" ! = 0.
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0 -1
0o

A
aQ
S}
A
A
—_
AN

Ngoai ra d€ ngan gon, ta c6 thé goi phitc hay doi phite thay cho phic diy chuyén va
dbi phiic day chuyeén.

Tir d6 ta dinh nghia dong diéu ciia mot phic (C,d) la ho cac nhom Abel
H,(C) =kerd,/Imd,
va dbi dong diéu ctia mot dbi phiic (C,d) 1a ho cic nhém Abel
H"(C) =kerd"/Imd" !,
trong do ta goi
e ¢ € kerd, 12 mot chu trinh 7 chiéu.
e ¢ € kerd" 1a mot d6i chu trinh n chiéu.
« b € Imd, 12 mot bién n chiéu.
e b € Imd, 1a mot d6i bién n chiéu.
Hon nifa ta ki hiéu [c] cho anh cta ¢ trong H,,(C) néu c 1a chu trinh va 12 &nh cta ¢ trong

H"(C) néu c la dbi chu trinh.

Dinh nghia 1.4.2. Cho (C,d) va (D,d’) 1a cic phic (tuong ting dbi phiic). M6t anh xa
day chuyén f:C — D1amdt ho cic dong ciu f, : C, — D, (tuong tng " : C" — D"),

n € 7Z, sao cho biéu dd sau giao hodn

Cn L) Cn—l c" —)dn Cn+1

fnl lfnl tuong ung fnl lfn-&-l

Dn T) Dn—l Dt — Dn—H
n d/n

Mot dong ludn £ giita hai 4nh xa day chuyén f,g: (C,d) — (D,d’) 1a ho cic ddng cAu
By : Cy — Dy sao cho d), 0 hy + hy—1 0dy, = f, — gn. DONg luan thudng dugc minh

hoa thong qua biéu do sau, tuy nhién day khong phai 14 biéu do giao hodn.

d
* —> Cn+l > Cn ‘ Cnfl —> ctt
[ el
In fn\ugn hy,—q u
K K
i —— Dup Dy — Dy | — -

!
dn+l
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Néu ton tai mot dong luan nhu vay thi ta néi f dong luan véi g. Ki hiéu f ~ g.

B dé 1.4.3. Cho (C,d) va (D,d’) 1a céc phiic, k € Z va {f; : C; — D;}i<y 1a ho cdc ddng
cau thda d!o f; = f;_1 od; v6i i < k. Néu C; 1a mddun xa anh v6i moi i > k va H;(D) =0
v6i moi i > k thi khi d6 {f;};,<x m& rong thanh dnh xa day chuyén f : C — D. Hon nita

f xac dinh duy nhét sai khac mot dong luan.
Pinh nghia 1.4.4. Mot phép giai cia modun M trén R 1a mot day khép cac R-moddun

s Py s P s Py —S o M > 0

Néu {P,} 1a cac modun tu do (tuong ing mddun xa &nh) thi phép giai trén dugc goi 1a
phép giai tu do (tuong ting phép giai xa anh).

Néu ton tai chi s6 n € N nao d6 dé P, # 0 va P, = 0 v6i moi k > n thi khi d6 ta n6i phép
giai trén hitu han véi do dai n.

Pinh nghia 1.4.5. Cho M,A la caic médun va (P,d,€) la mot phép gidi xa anh cta M.
Khi d6 ta dinh nghia Tor®(M,A) 1a ddng diéu bac n clia phiic diy chuyén

dr®1 di®1
i PRA 2 oA 2 A —— 0

va Ext’(M,A) 1a dong diéu bac n cla phic diy chuyén

1 0
- —— Hom(P,,A) P Hom(P;,A) P Hom(Py,A) «—— 0

trong d6 6" = Hod, .

Hai dinh nghia trén déu dugc dinh nghia t6t, nghia 1a Tor®(M,A) va Ext}(M,A) khong
phu thudc vao phép gidi xa &nh ctia M. Trong trudng hgp vanh R khong gy su nham 14n
thi ta c6 thé lugc bd chi s6 R ctia Tor va Ext cho ngin gon. Hon nita ta ki hiéu Tor(M,A)
thay cho Tor; (M,A) va Ext(M,A) thay cho Ext! (M, A).

Meénh dé 1.4.6 ([Hat02]). Nhém Ext trong mot vai trudng hop cu thé c¢6 thé dé dang

tinh toan dudc dua trén mot s6 tinh chét sau:
. Eth(Ml EBMQ,A) = Eth(Ml,A) EBEth(Mz,A).
* Ext(M,A) =0 néu M xa énh.

* Ext(Z/m,G) = G/mG, trong d6 G 1a nhém Abel.
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Pinh li 1.4.7 (Pinh 1i hé s6 phd dung cho d6i dong diéu). Cho R 1a vanh giao hoan, M
la R-m6dun va C la phic cac R-mddun. Khi d6 ta ¢6 day khép ché

0 — Extg(H,—1(C),M) — H"(C;M) — Homg(H,(C),M) — 0.
Chitng minh. Xem [Hat02, Pinh 1i 3.2]. [

Dinh Ii nay 12 mot cong cu manh mé gitp ta tinh doi dong diéu ctia nhém. Cu thé trong

truong hdp M = R = 7Z, ta ¢6 hé qua sau.

Hé qua 1.4.8. Cho C la phic cdc nhém Abel, n € N va gid stt H,(C;Z) hitu han sinh,
tic 1a ta c6 phan tich
H,(C;Z) =73 T,

v6i T, 1a nhom xoan. Khi dé

H'(C;Z) 27l T, .

Chitng minh. Ta co
Hom(H,(C),Z) = Hom(Z",Z) ®Hom(T,,Z) = 7.’
va tif Ménh dé 1.4.6 ta suy ra dudc
Ext(H,_(C),Z) =2 Ext(Z1, 7) ® Ext(T,,_1,Z) = T, _1.

Ap dung Pinh Ii hé s6 phd dung cho d6i dong diéu, ta c6 diu phai chiing minh. ]

1.5 (P6i) dong diéu nhém

Pinh nghia 1.5.1 ([L519]). Cho G 1a nhém va R 1a vanh giao hoan. Ta dinh nghia vanh
nhém RG 12 R-modun tu do sinh bdi cic phan i trong G. Do d6 mdi phan tii trong RG

c6 biéu dién duy nhit dudi dang tong hitu han Y _; aeg, trong d6 a, € R, g € G. Hon

geG
nita RG c6 cau tric vanh cho bdi phép nhan

Zagg Zbgg = Z (Zahbh1g> g.
8€G geG geG \heG

Dinh nghia 1.5.2. Néu nhém G tic dong 1én tap M thi ta c6 thé coi M 1a mot ZG-

modun, hay ngan gon hon, ta goi M 1a mot G-médun.
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Pinh nghia 1.5.3. Mot G-mddun M dugc goi 1a tam thuong néu gm = m véi moi g € G
vaméeE M.

Néu khong gidi thich gi thém thi ta mic dinh cAu triic G-mddun ctia Z 12 tAm thudng.

Dinh nghia 1.5.4. Cho G la nhém va M 1a mot G-modun. Ta dinh nghia

H,(G:M) = Tor2%(Z, M)
12 dong diéu thit n cia nhém G véi hé s6 M. Tuong tu ta dinh nghia

H"(G;M) = Ext},(Z,M).
13 d6i dong diéu thi n ctia nhém G véi hé s6 M. Trong trudng hop hé sd M = Z thi ta
goi don gidn H,(G;Z) va H"(G;Z) la dong diéu va dbi dong diéu thd n cia nhém G.
DPinh nghia 1.5.5 ([L619]). Cho G la nhom va M 1a mot G-modun. Ta dinh nghia

MC ={meM|gm=m}
12 nhém céc bat bién cia M va

Mg=M/{(gm—m|geG,méeM)y

12 nhém cac dbi bat bién ctia M. C6 thé hiéu MC 12 nhém con 16n nhit clia M ma G téc
dong tam thuong 1én, trong khi d6 Mg 1a nhém thuong 16n nhit ciia M dé G tic dong
tam thudng. Ta c6 thé kiém tra ducc

‘G - ZGMOd — 7Mod
6. ,:Mod — ;Mod

1an Iugt 1a ham ti va phan ham td.

Ménh dé 1.5.6 ([L619]). Cho G la nhém va M 1a mot G-mddun. Khi do

Mg — M Qg7

[a] — a® 1
va

MC —; Homg(Z,M)

a— (n—n-a)

1a cdc déng cAu nhoém. Diéu nay ciing c6 nghia 1a Hy(G; M) = Mg va HY(G; M) = MC.
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Pinh i 1.5.7 ([L619]). Cho G la nhém. Khi d6
H(G:Z) =2 G® = G/[G,G).
Chitng minh. Xem [L619, Dinh Ii 1.4.1].

Ménh dé 1.5.8. Cho tich M = [1;M; cac G-mddun, khi d6 ban than M c6 ciu tric
G-modun thdong qua tac dong dudng chéo
g(my,my,...) = (gmy,gmo,...).

Hon nua
HY(G;M) = | [ H'(G:M)).
i

1.5.1 (Poi) dong diéu nhém véi gée nhin topod

O phan nay ta sé thdy ring bing cich coi G nhu mdt khong gian tdpd thong qua khong
gian phan loai thi (d6i) dong diéu ma ta dinh nghia trén nhém ciing chinh la (d6i) dong

diéu trén topo theo nghia cd dién.
Ménh dé 1.5.9. Cho nhém G téc dong tu do 1én X va E 12 tip cdc phan td dai dién cla
cac G-quy dao trong X. Khi d6 X 1a mdt ZG-mddun ty do véi cd s6 E.

Chitng minh. Ta biét ring G(x) va G/G, c6 cung luc lugng, hon nita G/G, =2 G do G
tac dong tu do 1é€n X, do do

ZX]|=17Z L|_| G(x)
cE

Dinh nghia 1.5.10 ([Bro82]). Cho G la nhém, ta néi X 1a mot G-phite néu X 12 CW-

phtic véi tac dong G 1én cac 6 ctia X. Tt d6 G ciing cAm sinh ra mot tic dong 1én X. Néu

=P zl6x) =P zG/6.] = PG O

x€E x€E xX€E

tac dong nay la tac dong tu do thi ta néi X 1a mot G-phire tu do.

Néu X 1a G-phiic thi tic dong clia G 1én cic 6 clia X mé rong thanh tic dong 1én
C,(X), khi d6 C(X) trd thanh phiic ddy chuyén clia cic G-modun. Hon nita 4nh xa tiang
cuong (augmentation map) € : Co(X) — Z cho bdi €(v) = 1 1a dong cau G-mddun théa
god = 0. Khi d6 C,(X) < Z 1a mot day phiic cic G-modun, ta goi 12 day phiic 6 ting

cuong (augmented cellular chain complex).
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Ménh dé 1.5.11 ([Bro82]). Cho X la G-phtc tu do co rut dugc. Khi do6 day phuc 6 tang
cuong trén la mot phép giai tu do.
Chitng minh. T Ménh dé 1.5.9 ta ¢6 C,(X) 1a cdc G-modun tu do, tinh khép dudc suy

ra tif viéc tt ¢4 cac dong diéu ctia C,(X) bing 0. O

Nhén xét 1.5.12. Gia stt ¥ 1a CW-phtic va p : ¥ — ¥ 1a mot dnh xa pht chinh quy véi
G 1a nhém céc bién ddi phi (deck transformation). Khi d6 ¥ 1a mot G-phic tu do va
C.(Y) 12 G-moddun tu do c6 co s& 1a cac 6 trong Y.

Pinh nghia 1.5.13 ([Bro82]). Vé6i géc nhin & nhan xét trén vi Ménh dé 1.5.11 thi ta

mong mudn sy ton tai cia mot CW-phiic Y thoa céc tinh chat:
(1) Y lién thong.
(i) m(Y) =G.
(iii) Phui phd dung ctia Y co rit dudc.
Mot phic Y nhu vay duge goi la khong gian phan loai cia G hay phirc Eilenberg-

Maclane loai (G, 1), hay don gian hon 1a K(G, 1)-phiic. Cudi ciing tli cdc y tuéng trén

ta c6 ménh de sau.

Ménh dé 1.5.14 ([Bro82]). Néu Y 1a khong gian phan loai ctia G véi phii phd dung X.
Khi d6 day phiic 6 ting cuong C.(X) — Z la mot phép giai tu do cia Z trén ZG.

Hon nita ta c6 thé chi ra dugc su ton tai ctia khong gian phan loai cta G.

Ménh dé 1.5.15. Moi nhém déu ¢6 khong gian phan loai.

Chiing minh. Cho G la mot nhém. Ta sé di xdy dung phiic don hinh EG nhu sau: moi
bd n+ 1 phan ti [g,...,g,] trong G 1a mot phic don hinh n chiéu ctia EG. EG co riit
dugc thong qua phép dong luan i, ddy mot phan ti x € [go, ..., g,) dén diém [e] theo doan
thang trong [e, go, ..., gn)-

G tac dong lén EG thong qua phép nhan trai

2180y, 8n] = [280,---,88n)-

Hon nita ta c6 thé kiém tra dugc tac dong nay 1a mot tdc dong phi. Do d6 anh xa thuong
EG — EG/G lamot pha pho dung cia khong gian quy dao BG = EG/G. Vay BG chinh

la mot khong gian phan loai cua G. ]
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Ménh dé 1.5.16. Néu Y 1a khong gian phan loai cia G. Khi d6 H,(Y) = H,(G) va
H*(Y;M) = H*(G; M) v6i moi G-modun M.

1.5.2 (P6i) dong diéu ciia nhém cyclic

Pay 12 mot vi du don gian cho viéc tinh toan dbi dong diéu ctia nhém, dong thdi ciing

12 mot két qua can thiét d€ ta tinh dbi dong diéu cta SL,(Z) & phan sau.

Cho G 1a nhém cyclic cp n véi ¢ 1a phan tii sinh. Xét N = Z;:ol t' vat —11a cac phan
tif trong ZG. D€ y ring (t — 1)N =" — 1 = 0, hon nita N va ¢ — 1 déu 1a cdc phan ti bét
kha quy trén ZG. Do d6 (N) =ker(t — 1) va (t — 1) = ker(N). Tt d6 ta c6 phép giai tu

do sau
t—1

y 76 N5 76 = 76 -2 7

)

Tac dong ham t& Homy;(—,Z) ta duge day phuc

HOI’IIZG(ZG,Z) Ll) HOI’HZG(ZG,Z) L} Hong(ZG,Z) Ll)

v6i N vat — 1 dugc xac dinh thong qua tac dong 1én f € Homzg(ZG,Z). Nhung do G
tac dong tAm thudng 1én Z nén tac dong bdi ¢ — 1 tuong tng véi dong ciu khong va tac
dong bdi N tuong tng vdi dong cau cong n 1an. Do d6 day phic trén tuong duong véi

7z Y,z _r,7 O g _n,. .

Suy ra d6i dong diéu thd k ctia G 1a
7. k=0
HYG;Z)={0, kI
Z/n, k>0 chan

Tir hé qua cta Dinh 1i hé s6 phd dung 1.4.8, ta c6

Z, k=0
H(GZ) =X Z/n, k&
0,  k>0chén
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1.5.3 (Poi) dong diéu cuia tich amalgam

Trong phan nay ta sé dua ra diy khép dai d€ tinh (dbi) dong diéu clia tich amalgam tit
cdc nhém céu thanh. Tru6c tién ta nhic lai Pinh 1i Seifert—Van Kampen theorem & dang
CW-phtic.

Pinh 1i 1.5.17. Cho X 12 CW-phiic, trong d6 X = X; UX; c6 phan giao Y = X; N X, lién
thong khac réng. Khi do ta c6 phan tich

mX =mX *myY T X5.

N6i theo ngdén ngit pham tru thi 77; : Complex — Grp 1a ham tif bao toan tich amalgam.
D& nghién cttu dbi dong diéu nhém, ta mong mudn ham ti K(—, 1) di chiéu ngudc lai
va cling bdo toan tich amalgam. That vdy, mién 1a hai 4nh xa fi, f> trong phan tich la

don 4nh thi diéu nay hoan toan ding.

Pinh li 1.5.18 ([Bro82]). Moi phén tich amalgam G x4 G; trén nhém

Al

L]

G, —— G
Vv6i f1, f>» 1a don anh déu nhan dudc tif nhém co ban clia cac khong gian phan loai

Y — X

L]

X — X
trong d6 Y, X1, X>, X lan lugt 12 khong gian phan loai cia A, Gy, G, G.

Ménh dé 1.5.19 ([Bro82]). Cho G = G *4 G, véi cac dong cau nhing o : A — Gp va
o : A — G,. Khi dé6 ta c6 day khép dai cac dong diéu nhém

<o = Hy(A) = Hy(Gy) ®H,(G2) = Hy(G) = Hy— 1 (A) — -+
va day khdp dai cac ddi dong diéu nhém véi hé s trong G-moddun M

< HYA;M) — H(G1:M) @ H'(Ga; M) — H'(G;M) — H™ Y (A;M) — - -
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1.6 Day pho

1.6.1 Day pho cta phiic loc

Néu C 1a phiic va C' 1a phic con ctia C, khi d6 ta biét rang c6 mot day khép dai cho
ta thong tin cia H,(C) dua trén cic hang ti H,(C') va H,(C/C’). Bay gi0 trong trudng
hop thay vi ta c6 phiic con C’ don 18 thi ta c6 mot day loc cac phiic con {F,C} ez thoa
F,_1C C F,C. Lic nay ta ciing mudn c6 mot cong cu d€ chit loc thong tin ctia H, (C) tlf
H.(F,C/F,_C).

Dinh nghia 1.6.1 ([Bro82]). Cho R la vanh va M la R-mddun. Mét loc tang ctia M 1a
mot ddy cac R-moddun con F,M(p € Z) théa F,M C F, M. Loc nay dudc goi la hitu
han néu F,M = 0 v6i p di nho va F,M = M véi p di 16n. Hon nita ta dinh nghia médun
phan bac GrM tuong tng v6i mot loc cho béi Gr, M = F,M /F,_1M.

Trong trudng hgp ban than M 1a modun phan bac, véi méi n € Z, ta c6 mot loc {F,M,}

trén M,,. Khi d6 ta n6i M c6 cu tric mdédun song phan béc. Liic nay ta ki hiéu
GrpgM = FyMp1q/Fp1Mp 4.
Bay gid ta xét C = (Cp),ez 1a mot day phire loc, trong d6 moi F,C la phiic con ctia C.

D& don gian, ta gia st loc nay hitu han theo titng chiéu, nghia 1a véi mdi n € Z thi
{F,Cy} pez 1a loc hitu han ctia C,,. Tt d6 cam sinh mot loc cdc dong diéu H(C) cho bdi

F,H(C) = Im{H(F,C) — H(C)}.

Ta c6 thé€ dong nhét F,H (C) béi (F,CNZ)/(F,CNB), trong d6 Z va B 1an lugt 1a modun

cac chu trinh va moédun céc bién cia C. Lic nay mddun song phan bac GrH(C) cho bdi
Gr,H(C) = (F,CNZ)/((F,CNB)+ (F,-1CNZ)).
Cho Z, = F,CNd~'F,_,C, nghia la
Zyy=FpCpiqNd ' Fp_,Cpig 1.

XetZy =F,CNZ.Taco
_ 70~ A1 00
F,C=2022Z2---2Z.
Do ta gia st loc {F,C} hitu han theo ting chiéu nén day trén phai ding, nghia la véi

mbi (p,q), ton tai r da 16n dé

ro_grtl g
Zpg=2pg =" =Zpg
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Xét B, = F,CNIF,, \C=09Z,,, | vadit By = F,CNB. Khi d6
0~ pl 0o — 700 1 =0 _
Bprpg“'ng gZp g..'gZngp_FpC7
va cling nhu trudc, day Bg - B}, C --- C B} phai dung. Ta dat
E,=Z,/(B,+Z,7}) = Z,/(B, + (F,-1CNZ)),

khi d6
Ey=77/(B3+Z3 ) =Gr,H(C).

Diéu nay c6 nghia 1a v6i mbi (p, q), ton tai r di 16n dé

ro_fgrtl_— L F*
Epg=Epg = =Ep

Ta goi {E"} 1a day phé ting véi diy phiic loc C va ta néi day phd nay hoi tu vé GrH (C)
khi r — e, ki hidu E,, = E . Bing céch 1ap luan tuong tu véi loc gidm trén ddi phiic,

ta c6 thé dinh nghia day phé {E,} hoi tu vé modun song phan bac cic ddi dong diéu.

Ménh dé 1.6.2 ([Wei94]). Cho diy phé {E,} hdi tu dén mddun phan bac H” va ES =0
ngoai trti p = 0, 1. Khi do ta c6 cac day khdp

0—=E" "5 H' 5 EY" —0.

1.6.2 Mot s6 day phd phd bién
Pinh li 1.6.3. Cho G 1a nhém, M 13 G-mddun va diy khép ngan
l1-H—-G—Q0—1.
Khi d6 ton tai diy phd c6 dang
Epy = Hy(Q,Hy(H,M)) = Hp4(G, M),
dugc goi 1a day phé Lyndon-Hoschschild-Serre.

Pinh li 1.6.4 ([Bro82]). Cho C(X) la phiic 6 ctia khong gian G-phiic X. Xét tac dong
chéo (diagonal action) ciia G 1én C(X, M) = C(X ) ® M. Pong diéu dang bién dugc dinh
nghia la

HS(X,M) = H,(G,C(X,M)).
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Khi d6 ton tai diy phd véi loc thi nhit va thit hai c6 dang

E),= P Hy(Gs.Ms) = HS, (X, M),
o€ex,
Ezq - HP(Gqu<X>M)) = H]?—i-q(XaM)a

dudc goi 1 day phé dfmg bién (equivariant spectral sequence).



BIEU DIEN VA POI
PONG DIEU CUA SL,(Z)

Tt phan tich amalgam cho SL,[1/m] trong Hé qua 1.3.27 va day khép dai cho dbi dong
diéu cia tich amalgam trong Ménh dé 1.5.19, ta thdy dudc ngay budc dau tién trong

cong cudc tinh dbi dong diéu ctia SL,[1/m] chinh la tinh dbi dong diéu cta SL,(7Z).

2.1 Tap sinh cua SL,(Z)

Tru6e hét ta nhic lai dinh nghia

a b
SLy(Z) =
@ ={(22)
Bing 1ap luan dai s6 thuin thiy, ta c6 thé mo ta tap sinh cho SL;(Z) nhu sau.
0 —1 11
=00 0) =)
Chiing minh. Trudc hét ta nhan thiy S c6 cip 4 va T ¢6 cip vo han, trong d6 S? = —1
I n a b
AT = Xéty= :
va (O 1) ety (c d),taco
Sy = —c —d va Ty = a+cn b+dn
a b c d

Ta sé tim bi€u dién ctia y thong qua trén S va T dya trén thuat todn sau:

a,b,c,d €7, ad—bc = 1}

Ménh dé 2.1.1. bit

Khi d6 SLy(Z) = (S, T).

31
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(1) Néu |a| < |c| thi thuc hién buéc (2) v6i y thay bing Sy.

(2) Néu |a| > |c| va ¢ # 0. Dit n = —q. Bing thuat chia Euclid, ta ¢6 a = cq + r vé6i
0 <7 <|c|. Khi d6 a+cn < r < |c|, nghia 1a ma tran T"y ltic nay c6 s hang vi tri
(1,1) bé hon tri tuyét dbi ctia s6 hang vi tri (2, 1). Quay lai budc (2) v6i y thay bing
ST"y.

(3) Néuc=0thia=d = +1, do d6 y = +T* 1a biéu dién can tim.

DE€ y tai budc (2) do a + cn nhd hon hén so véi |c| nén thudt ton phai ding tai hitu han
budc khi a+cn = 0.

Ménh dé 2.1.2. Pit R=TS = G —()1> Khi d6 {S,R} ciing la mot tdp sinh cua
SLy (7).
Chiing minh. Tac6 T = RS> € (S,R). Do d6 SL,(Z) = (S,T) C (S,R). O

Nhan xét 2.1.3. P&y ring R c6 cip 6. Do d6 SLy(Z) sinh bdi 2 phan tit ¢6 cAp hitu han.

2.2 Phan tich amalgam cho SL,(7Z)

Bing 1y thuyét Bass-Serre, ta c6 mot phan tich amalgam cho SL,(Z) dua trén tac dong
1én nita mit phang phic
H={z€C|Im(z) >0}

thong qua phép bién d6i Mobius

a b\ az+b
c d = cz+d
v6i z € H. Hon nita phan tich nay 12 mot cach khéc dé€ chiing t6 SLy(Z) sinh bsi S va T.

B3 dé2.2.1. V6iS' ={zeC||z]=1} vay= (“ b) € SL,(Z). Pt C = S' NH. Khi
C

d

dotaco
ac — bd

c2_d2

1 s
= }, néu ¢? £ d*

=]

y(C):{zeH: 7

va
d .
’}/(C)Z{ZEH: Re(z):ac—%}, néuc2:d2:1,cd::}:1.
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Chitng minh. Néu ¢* # d*, ta c6 y(1) = “t% va y(—1) = =5, khi d6 tam va khoéng

cach gitta chung c6 dang

RS S LUE ST
2 2 —d? ' 2 2 —d?
Xét
y(i):ai—i—b:b—l—ia.d—ic:ac—l—bd—l—i
ci+d d+ic d—ic c2+d*
suy ra
|}/(i) ac —bd |((ac+bd)(€2—d2)—(ac—bd)(02+d2))+ i
—d? (2 +d?)(c? —d?) 2 +d?
| =2cd+i(*=a*)| | 1 | &
T2+ (2 =d?)| |E—a2| 2

Vay ta c6 3 diém trén y(C) cling cach g mot khoang /2, hon nita do bién d&i Mobius
bién dudng tron thanh dudng tron nén y(C) phéi 1a nita dudng tron trén H tim u ban
kinh § /2.

Trong trudng hop ¢> = d?, tacé cd = +1,suyra | =ad —bc = c(+a—b),do d6d = £1.
Suyra, bd =ac— (1) va

az—|—b cz+d ac—i—adz—|—ch—|—bd
cz+d cz+d  A+d>+cd(z+7)
ac(l1+z)+bd(1+£7)
2(1+Re(z))
_ 2ac(1£Re(z)) — (£1+2)
B 2(1+Re(2))
+1 Im(z)
=ac— ——

>t 2(1 iRe(z))i'

Y(z) =

\ 1—x2

Bing céach giai phuong trinh 2= = ! theo x, ta tim dudc diém tuong dng trén dudng
tron anh xa qua dudng thang cé phan thuc ac — %, do d6 y(C) la ci dudng thang
{z€H: Re(z) =ac—4L}. O

Ménh dé 2.2.2. Cung tron ¥ = {z = ¢'? |

e? = i,Q = e3 dudc minh hoa nhu sau

< 6 < %} CC vahai diém dau miit P =

wla
NI
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¢6 nhém con 6n dinh dang ciu lan luct v6i Z /2,7 /4 va 7./6.

Chiuing minh. Do
ai+b

ci+d

=i & btia=—c+id
& b=—c vaa=d
va ad —bc = 1 nén a® + b> = 1. Bing cich xét 2 trudng hop a = 0 hay b = 0, ta c6 4 ma

—1

0 ) Vay (S) 1a nhém con cb

.z . - 0
trdn tuong ting nhoém con cyclic cap 4 sinh bdi § = (1
dinh P. Tuong tu ta cling xét
ae™/3 1 p in/3 a V3 c d V3
g = e () HiaTy = (‘5*5) Figletd)
& a+2b=d—cvaa=c+d

& b=—cvaala—c)+c*=1.

Giai phuong trinh a> —ca+ (¢* —1) =0, tacé ¢ —4(c>—1) > 0 vado dé |c| < \/% A
1.154. Suy ra ta ¢4 cac kha ning ¢ = 0, ¢ = 1 hay ¢ = —1. Mdi gi4 tri ctia ¢ lai cho ra 2

gia tri a tuong ung. b va d thi phu thudc vao c va a. Tu do ta c6 6 ma tran tuong ing va
). Suy ra (R) 1a nhém

X ) , . 1
chuing la cac phan t cia nhom con cap 6 sinh bdi R = (1 0

con cb dinh Q.

Nhém con 6n dinh ¥ phai ndm trong phan giao (S) N (R) va do d6 phéi bang {I, 1} vi
I va —I déu 1a cic tac dong tam thudng. O

DPinh 1i 2.2.3. X = SL,(7Z)-Y la cdy va Y 1a mién cd ban dudi tac dong cta SL,(7Z) 1én
X.Dodotaco

SLy(Z) Z 7)4 %7, 1]6.
Chitng minh. DAu tién ta can chiing té rang X 1a nhan dang ctia do thi, that vay ta sé chi
ra rang dudi tic dong ctia y thi ¥ chi c6 thé giao vé6i y(Y) tai y(P) hoic y(Q). Gia st
y(Y)NY # &, dya trén B& dé 2.2.1, ta chia ra 2 trudng hop.
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Néu ¢? # d?, tacé ﬁ = 1, vy ¢ hoic d biang 0 va tdim p = (ac — bd) / (¢* — d?) phai
bang 0 hoidc 1. Néu u = 0 thi y hoiic ¥ 1a phép tinh tién, nghia la phai bang 4/, hoic
y=Snéua=0 (S I1aphép phan xa Y qua truc y do S(Y) = —¥). Neuu =1,d =0,

ac = 1 thi y = £R (cb dinh Q).

Néu ¢? = d? = 1 thi phan thyc phdi bang 1/2, do d6 a € {0,1,—1}. Néu a = 0 thi
y = 4+R? (cb dinh Q) va véi a = =+ thi phan giao phai bang rong (mau thuin).

SLy(7Z) dugc sinh bdi S va R theo Ménh dé 2.1.2, do d6 bat ki tac dong y € SLy(Z) 1én
Y déu tuong dng v6i mot chudi tdc dong bdi S va R. Ta c6 Y lién thong v6i S(Y) va R(Y)
vadodo Y = S(Y)UYUR(Y) lién thong, tuong ty ta cing ¢c6 Y = S(Y")UY ' UR(Y')
lién thong. Ci tiép tuc qua trinh trén ta ¢ X 1a mot do thi lién thong.

Cudi cuing, ta c6 C = S' NH chi cat X tai diém P =i trén truc y, suy ra canh duy nhat
clia X cat truc y 12 Y va S(Y). Hon nita bt ki dudng di nao trong X déu c6 thé tinh tién

dé cat truc y, do d6 néu X chifa chu trinh thi X phéi cit truc y 2 lan, diéu nay 1a mau

thuén va do d6 X 1a cay. Theo Dinh i 1.3.16 ta c¢6 diéu phai chitng minh. [l
> F&%‘
SRY R*Y
R2SY

RQSRQVN%QSRY

Hé qua 2.2.4. Tu phan tich amalgam trén, ta c6 bi€u dién
SLy(Z) = (R,S | RS =8§*=1,R* = §%).

Ngoai ra v6i nhém tuyén tinh xa &nh dic biét PSLy(Z) = SL,(Z)/{=I} thi ta ciing c6
phan tich
PSL,(Z) = 7./2 % 7)3.
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va biéu dién

PSLy(Z) = (R,S) =(RP°=S*=1)=(S,T | $* = (ST)* = 1).

2.3 Pbi dong dieu ctia SLy(Z)

D€ tranh nham 14n véi phép cong trong vanh nhém, trong phan nay ta ki hiéu C,, viét

theo 16i nhan cho nhém cyclic cép 7.

Pinh Ii 2.3.1.
7, n=0
H'(SLy(Z):Z) =4 0, nlé
Z/12, n> 0 chan.
Chiing minh. Goi r,s va t 1an ludt 12 phan ti sinh ctia Ca, C4 va Cs. Ta biét rang phan
tich amalgam ctia SL,(7Z) dugc bi€u dién thong qua cac dong cu

Q) :Co—Cy, r—=s2vaoy:Cr— Ce, 11

St dung phép giai cho C, va C4 ma ta da dua ra trong ldc tinh dbi dong diéu cho nhém

cyclic
1, 70, % 70, Y 20, 2 7 s 0
lfz lﬂ lfo lid
_ 2.3 _
s—1 7C 1+s+s5°+s \ ZC4 s 1> ZC4 & . 7 s 0

ta mong mudn xay dung anh xa day chuyén f = {f, : ZC, — ZC,} gitta hai phép giai,
trong d6 fy 12 md rong tuyén tinh 1én vanh nhém cia dong ciu a; : C — C4. PE y rang
f, dugc xdc dinh duy nhét thong qua f;,(1).

V6i n chan, gia st tinh giao hoan ctia biéu do trén, ta c6
(Is+5"+5) fur1(1) = ful(147) - 1) = fu(1+ 01 (r) = (1457 fu(1). - (2.1)
Tac dong s — 1 vao ta dugc
0= (s—1)(1+s+5+5)frr1 (1) = (s = 1)1 +5°) fo(1) = (=1 +5—5>+5°) f(1).
Do d6 ta c6 thé chon f,(1) = 1+ s d€ thda dang thiic trén. Bay gio 2.1 trd thanh thanh

(14+s+2+5) fi1(D) =0 +HA+5)=14+5+5>+5°.
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Viy béng cach chon f, (1) = 1, ta cé f 1a mdt anh xa diy chuyén nhu mong mubn.

Tiép theo, ta tic dong lan lugt Homc, (—,Z) va Homc, (—,Z) vao hai phép gidi trén

. Z<0 7, 2 Z<O 7
sz* sz* Tfl* Tfé‘
-<2 Z<O Z<4 Z<O 7

Trong d6 (1) = 2 néu n chin va (1) = 1 néu n 1&. Ta biét ring

, n=0

H"(CZ)=10, nlé

Ciy, n>0chan.

Tu d6 {f;} cam sinh ra dong cAu o : H"(Cy;Z) — H"(Ce;Z) 1a ddng cAu dong nhat
néu n = 0, 1a dong ciu tam thuong néu n > 0 18 va la dong cAu bién s — r néu n > 0
chén.
Tuong ty ta cling xdy dung dugc dong ciu o : H"(Cg;Z) — H"(C,;7Z) xéc dinh nhu
trén, v6i t — r trong trudng hop n > 0 chan.
Hai dong ciu nay cam sinh duy nhit tif oy v o, do d6 ching ciing 1 dong ciu nbi
trong day khép dai 6 Ménh dé 1.5.19

af ok

= HNGy) 5 H'(SLo(Z)) 5 H™(C4) @ H"(Ce) —— H™(C2) — -+

trong d6 o + ¢ : (a,b) — a+ b 1a toan anh v6i mdi n. Do d6 y = 0 va ¢ 1a don cAu.
Day khdp tai n = 0 c¢6 dang
0= H'(SLL(Z) D 207 -7 — -

Suy ra HY(SLy(Z)) 2 Im(¢) = ker(of + o) = {(1,—1)) = Z. V6i n > 0 chén, ta c6

oo > H'Y(SLy(Z)) 2 C4®Co — Co — -+
D€ y ring néu ta viét C4 va Cg theo dang nhém cong modulo thi ker(ef + ) 1a tap céc
cip (a,b) sao cho a va b cing chén hoic clng 1é, nghia 1a nhém c¢6 cip 12. Hon nita né
con 1a nhém cyclic sinh béi ((1,1)). Do d6 H"(SLy(Z)) = Im(¢) =ker(a; + o5 ) = Ci».
Vé6i n 1€ thi ta c6

s H'NG) = HYSLY(Z)) 20— -

do d6 H"(SL»(Z)) = 0 vi ¢ 1a don cAu. 0
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Heé qua 2.3.2. Tu Dinh 1i hé s6 phd dung 1.4.8, ta ciing tinh dudc dong diéu thi n cia
SL,(Z) cho béi
7, n=0
H,(SLy(Z);Z2) = § 7/12, nlé

0, n > 0 chan.



PONG PIEU THU NHAT
CUA SL,(Z[1/m])

O chuong nay, dua trén két qua Carl-Fredrik [NB24], ta sé tinh ddng diéu thd nhat ctia
nh6m SL(Z[1/m]) v6i m bt ki thong qua abel hoa (Dinh 1i 1.5.7),

Cho m > 1, dinh nghia nhom
S = (%, | Xy =y, yay™ =y, (Y =1).

Ta bit dau phan nay v6i mot quan sét.

Ménh dé 3.0.1.
4 =2 SLy (7).
Chitng minh. Trudc tién ta ghi lai
S = (x,y | xyx = yxy, (xy)* = 1) 3.1)

Ta sé ching t6 bi€u dién trén tuong duong v6i bi€u dién ta dua ra cho SL,(Z) ¢ Hé qua
224
SLy(Z) = (R,S | R® =§*=1,R* = §%).

Ta ¢6 (x*y)* = x(xyx) (xyx) (xyx)xy = x(yxy) (yxy) (yxy)xy = (xy)°. Vay bang cdch dit
r =xy, s = x°y, ta sé dua vé dudc biéu dién mong mudn, that vy
3 2 2.2 _
P =87 <= XTYxy = XyxXyxy <= Xyx = yxy.

Suy ra biéu dién 3.1 tuong duong véi (r,s | r® = s* = 1,1 = s?) = SLy(Z). O

39
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Bo dé 3.0.2 ((Men67]). SLy(Z[1/m]) dudc sinh bdi ba ma tran sau

() (4 oG )

B dé 3.0.3. Véim > 1, dnh xa @y, : 75, — SLy(Z[1/m]) xic dinh bdi

onti)=a= (1 1) v o =0a=(y ")

la toan cau.

Chiing minh. Dau tién d€ ki€m tra tinh dong cAu, ta can ki€m tra 4nh clia moi quan hé

trén 77, phai bao toan qua ¢,,, that vay

A" QAT — (Z _1/’") — A" O

0
QAQl = (O _1) — A
2 Am 1 _1 N A 9, A
AQ,, = b 1 la phan tu cap 4.

DE chiing té ¢,, toan 4nh, dé€ y ring
B=A"'0,"A"" va U,=B"'0,,'A™"0, ",

Két hgp v6i Bo dé 3.0.2 ta suy ra dugc A = @y (x) va U,, = @,,(y) sinh ra SLy(Z[1/m]).
Viy ¢, toan ciu. O

Pinh 1i 3.0.4. V6im > 1,taco

( )
1 neu 6 | m,

B i Z/3 néu2|mva ged(m,3) =1,
Hy(SL2(Z[1/m])) = ()™ = < )
Z/4 neéu3|mva ged(m,2) =1,

| Z/12 néu ged(m,6) = 1.

Chiing minh. Bing cach thém quan hé giao hodn cho %, ta dudc

()" = (x,y | X" =y, y" =x, *y" =1, xy = yx)
= (x| X = 1, X 1)

>~ 7./ ged(m® — 1,4m* +8).
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Dit G,, = SL,(Z[1/m])?®. Tu B d& 3.0.3 suy ra ¢, cam sinh mot toan ciu @ :
() = G,,. Néu 6 | mthi (5;,)® =1,dan dén G,, = 1. Néu 2 | m va ged(m,3) = 1 thi
|G,u| < 3, tuy nhién trong trudng hop nay ta c6 toan cau t SLy(Z[1/m]) vao SLy(Z/3)
(12 nhém c6 abel héa biang Z/3), do d6 G,, = Z/3. Néu 3 | m va gcd(2,m) = 1 thi
|G| < 4, tuy nhién lic nay ta lai c6 toan cAu tt SL,(Z[1/m]) vao SLy(Z/4) (1a nhém
6 abel héa bing Z/4), do d6 |G,,| = Z/4. Cudi clng, néu ged(m,6) = 1 thi khi d6
|G| < 12, két hop hai 1ap luan trén ta suy ra G,, 2 Z/4 x Z./3 2 7./12. O



pOI PONG PIEU CUA
SLy(Z[1/p))

Doi dong diéu cta SLy(Z[1/p]) v6i p nguyén t6 da dugc Adem va Naffah tinh triét dé
vao 1998 [AN9S]. Trong chuong nay, toi s€ trinh bay lai cong trinh néu trén cua hai tac
gia.

Nhic lai Hé qua 1.3.26, ta c6 phan tich amalgam

SLy(Z[1/p]) = SLa(Z) #ry () SLa(Z),

trong d6 I'y(p) 1a nhém con dong du Hecke clia SL, (7). Ta da tinh dugc dbi dong diéu
clia SI,(Z) tit chuong trudc, budc tiép theo ta can tinh ddi dong diéu cia nhém con
dong du Ty(p).

4.1 Phan tich 16p ké

Ta ki hiéu C,,Cy va Cg 1a cac nhoém con cyclic clia SL,(7Z) 1an lugt sinh bdi ma tran

ar,ay va de cho bdi

/-1 0 /0 -1 /0 -1
“=\o —1)" "\ o) 1 1)

Xét G = SL,(F,) va

42
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12 nhém con ctia G. Ta d& dang kiém tra dudc tap céc 16p ké phai B\ G c6 phan tich

B\G=Ba,U | | | B(i ?)

x€F),

Do a, nam trong tim ctia G nén ta c6 phan tich 16p ké doi cho G dung B va C; nhu sau

1
G = BasC, U I_I B( (1)> (65)
X

xeF,

Ap dung cong thiic 16p ké doi, ta dugc
ZIG/Cljp = (Z[B/C)])"

Tiép theo ta xét 16p ké ddi ctia G dung Cy. PE y ring

CDCD-C D=0 D0 D=0 .

Tu day ta két luan, trong trudng hop x # —1/x hay x # 0, thi
1 0\ /0 —1 1 0

B =B .

DG o)=Y

B 1o C4=B Lo UB ! 0 va BasC4 = Bl Bay.
x 1 x 1 —1/x 1

Déi v6i ca hai truong hop, hai 16p ké bi hoan vi bdi ma trin a4. Trong trudng hop

Suy ra

x*>+1 =0, 16p ké bi ¢ dinh bdi tic dong nay va do d6 bang véi 16p ké doi tuong ting.
Nhéc lai mot két qué so cp ring da thic 2 + 1 ¢6 nghiém trong F, khi va chi khi
p =1 mod 4. Diéu nay cong v6i cong thic 16p ké doi ta dudc

Z[G/Caljp = ZIB/s\Casy | D Z[B/5:Cas; | @ (Z[B/C,]) P~ V)/2

néu p = 1 mod 4, trong d6 trong dé sy, s, ting véi hai nghiém ctia da thic x*> + 1 = 0.

Va véi cac truong hgp con lai thi

Z[G/Cy)p = (Z[B/Cy)) P~ V)2,

2,0 X N N ~ A b A A 1 A 2, X A
V61 Cg ta can nhin vao tac dong cua ma tran cap 3, ( ) 1én 16p ké doi. Trong

-1 -1
truong hgp nay thi quy dao cua tac dong trén c6 dang

B<1 (1)) B<1/<11—x> (1)> B((x—lw/x (1)>
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trong d6 x # 1. L6p ké bi ¢ dinh khi va chi khi x> —x+1 = 0. Néu p > 3, da thic c6
nghiém trong I, khi va chi khi p =1 mod 3. Néu x = 1, 16p ké cho ta cac quy dao

10
B, B(l 1), Bau.

Z[G/Ce)ip = Z[B/s51Css, |  Z[B/5:Ces5 ' | © Z[B/Co) P~/ néu p=1 mod 3

Tt d6 ta c6 phan tich

va
Z[G/C®)p = Z[B/C>)"1/3 trong trudng hop con lai.

4.2 PO6i dong diéu thi nhat cha I (p)

Nhic lai chuong 1 thi SL,(Z) tac dong 1én cdy X c6 cidc nhém con 6n dinh hitu han. Ta
c6 nhém con dong du chinh I'(p) tu do xoén nén tic dong tu do 1én X, tir d6 cam sinh ra
tdc dong ciia G = SL(IF,) 1én do thi hitu han X /T'(p). Nhém con 6n dinh cta tic dong
nay chinh 1a C4 va Cg d6i v6i dinh va C, d6i véi canh clia mién co ban. Trudc tién ta sé

di m6 t& ciu tric cia khong gian phan loai BIy(p) cta [y(p).

Ménh deé 4.2.1. Xét EB la khong gian co rut dugc sao cho tac dong cho bdi B la tac
dong tu do. Khi do

BTo(p) = (EBXT/T'(p))/B.
Chiing minh. Xét day khép ngan cho béi

1—-T(p) —>To(p) > B—1.
St dung phép chiéu 7 : Iy — B, ta dinh nghia tic dong chéo ctia I'y(p) 1én EB x X cho
bédi

glx,y) = (x(m(g)) ", )-

Vi B tac dong tu do 1én EB nén tac dong ta dua ra cling tu do. Hon ntta EB X X ciing
la khong gian co rit duge nén khong gian quy dao (EB x X)/To(p) tuong ducng dong
luan véi khong gian phan loai BLy(p). Cubi cling ta co

(EBxX)/To(p) = (EBxX/I'(p))/B. O
Goi C* 1a dbi phiic 6 tuong dng vdi phiic B-CW ctia cay T /T'(p), tii cac 1ap luan trén ta

suy ra dudc
C? 2 Z[G/C4)p B Z[G/Ce)jp va C' 2 Z[G/Co .
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Lic nay ddy phd dang bién theo loc thif 2 dugc mé ta ¢ Dinh 1i 1.6.4 hoi tu vé H*(Ty(p)),
véi EP! = HY(B,CP). Ngoai ra EY? = 0 ngoai trit p = 0,1, do d6 theo Ménh dé 1.6.2 ta
c6 day khép
0— E)" ' = H"(Ty(p)) = EY" — 0.
Tit d6 ta ¢6 ddy khp dai
.. = H'(Iy(p)) = H'(B,C°) — H'(B,C") = H™ (To(p);Z) — - -, (4.1)

trong d6 dong cau ¢ gitta 1a dong cau cam sinh tu dong cau bién cia C*.

Ménh dé 4.2.2. H'(T'y(p);Z) = ZNP), trong d6

(p—7)/6, néup=1mod 12,
(p+1)/6, néup=5mod 12,

N(p) = ,
(p—1)/6, néup=7 mod 12,
L (p+7)/6, néu p =11 mod 12.

Chitng minh. Poan dau cta day khép 4.1 c6 dang
07— (C%8 = (cH® - HY(Iy(p);Z) — H' (B;C°) —
St dung cong thiic 16p ghép ddi va Ménh dé 1.5.8 ta ducc
H'(B;C°) = H'(B; Z|G/C4)p) & H' (B; Z[G/C) ).
Trong trudng hdp p = 1 mod 4, ciing tit Ménh dé 1.5.8 ta suy ra
H'(B;Z[G/C4]j5) 2 H" (B;Z[B/s1Cusy ")) ©H' (B; B/5:Cusy ") @ H' (B Z[B/Co) P~ V/?).
Tinh tiép cho H'(B;Z[G/C,) B) ta dugc
(p—1)/2

H'(B;Z[B/C,)P~1)/%) = H'(B;Z[B/C)),
=1

~.

lic nay theo bd dé Shapiro

(p—1)/2
H'(B;Z[B/Cy)P~1)/2) = H'(B;Indg, Z)

p1/2

~ @ Hl Cz,
i=1

0.

112
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Tiép tuc ta c6

112

H'(B;Z[B/s1Cys7)) (B;Ind_ . _17)

81C4S]

I

I

H!
H! (S1C4Sfl ; Z)
H(C4;7)

0.

12

Diéu nay din dén H'(B;Z[G/C,]) ciing tim thudng. St dung 1ap luén trén cho cic
trudng hop con lai ta duge H'(B,C%) = 0.

4.3 Doi dong diéu ciia nhém con dong du PIy(p)

BG dé 4.3.1. Nhic lai su phan tinh & Hé qua 2.2.4
PSL(2,72) = 7Z/2%7/3.

Theo day phd dang bién ta dugc day khép dai

.- — H'(PTy(p); Z) — H'(PB; PC°) — H'(PB; PC") — H™™ ' (PTy(p); Z) — - (4.2)
Ménh dé 4.3.2. H'(PTy(p);Z) = H (To(p); 7).
Chiing minh. Phan day ctia day khép 4.2 c6 dang

0 — (PCHPB — (PcYYP® — H'(PTy(p);Z) — H'(PB,PC°) — - ..

Theo Ménh dé 4.2.2 thi H'(PB; PC°) = 0. D& y ring (PC%)"B va (PC')P2 c6 hang bing
nhau, (PC')?B va (C')B ¢6 hang bing nhau, do d6 ta c6 diéu phéi chiing minh. O
Ménh dé 4.3.3. Véi sd nguyéni > 1,tacd

(2/6®2/6 néup=1 mod 12,

. ZJ)2®7/2 néup=5 mod 12,
H(PLo(p); Z) = § ,
Z/3®7Z/3 néup=7 mod 12,

0 néu p =11 mod 12.

\
va H* 1 =0.

Chifng minh. Chu y rang PC! 1a PB-modun tu do, suy ra H**!(PB; PC') = 0. Tir diéu
d6 cong véi day khép dai 4.2 ta suy ra H (PTo(p); Z) = H*>(PB; PC°) véi moi i > 0 va

H*(PIy(p); Z) = H* 1 (PB;PC') = 0.
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4.4 PO6i dong diéu ctia nhém con dong du I (p)

Dung day phé Lyndon-Hochschild-Serre 1.6.3 trén Z/3 lién két day khdp sau
1= C —Ty(p) = Plo(p) — 1,
ta duoc
E}? = HP(PTo(p); HY(C2:Z/3)) = H"™(To(p); Z/3).

Ta thy ring H9(Cy;7Z/3) = 0 v6i moi g > 0 va H%(C,;Z/3). Piéu nay din dén E? = E*
va ta dudc H"(To(p);Z/3) = H"(PT'y(p);Z/3). Do d6 thanh phan 3-nguyén so cia
H"(PTo(p);Z) va H"(To(p);Z) 1a nhu nhau.

Ménh dé 4.4.1. H*(To(p),Z) ) = L[4 S L/2.

BAy gi¢ chiing ta ching minh ring nhém H? (Ty(p),Z) chia nhém Z /4. That viy, theo
1ap ludn & phia trén thi cac nhém con hitu han ciia nhém I'g(p) s€ c6 cac dang sau (tuong
duong theo phép lié€n hgp)

-1 0 -1 -1 0 1 0 —1

0 —-1)° 1 0 "\-10/)'\1 1

Ching ta can tim g = < “ cbi ) sao chog( Ol (1) )g_l eTo(p).
C —

dé€ dugc diéu trén, ching ta can rang budc sau c> +d? = kp. Tiép theo ching ta st dung
su kién: moi s6 dudc phan tich thanh tdng hai binh phuong néu n6 khong chita bat ky sb

nguyén t6 nao thdéa p = 3 mod (4). Tom lai, ching ta da chiing minh dudc bd dé sau.
B6 dé 4.4.2. Néu p = 1,5 mod (12) thi nhém [y(p) phai chita nhém con Cy.

Vi ved (I'g(p)) = 1 nén theo Pinh ly 1.87, ta dugc

H*(To(p),Z)py = || H* N (P))2)
Pe
trong d6 P la 2— nhom con abel cta I'g(p) v6i hang < 1 va &2 la tap céac 16p cua cac
nhém con cép hai trong nhém Iy (p) theo phép lién hop. Tiép theo, vi nhém Iy(p) chita
nhém con Cy va H* (N (Ca)) ) = H* (C4)N(C4) nén doi dong diéu thi hai ca nhém
[o(p) phéi chita thanh phan Z/4. Cudi cung ta dugc Dinh Ii sau.
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Pinh li 4.4.3. V6i s nguyéni > 1, ta cé

(Z/IZ@Z/6 néu p =1 mod 12,
Z/4®7/2 néup=5 mod 12,
Z/3®7Z/6 néup=7mod 12,
7)2 néu p =11 mod 12.

H*(To(p);Z) =3

va
HY M (To(p); Z) = (Z/2)NP).

4.5 Doi dong diéu cia SLy(Z[1/p))

St dung day khép dai 1.5.19 1én phén tich amalgam 1.3.26
SLy(Z[1/p]) = SLa(Z) *ry(p) SLa(Z).
ta dudc

0— ZNWP) — H2(SLy(Z[1/p]):Z) — Z)12 & Z/12
— H*(To(p);Z) — H3(SLy(Z[1/p]);Z) — 0

va
0— (Z/2)NP) — H?(SLy(Z[1/p));Z) — Z/12 6 Z./12
— H*(To(p); Z) — H(SLa(Z[1/p]); Z) — 0
Tut Pinh 1i 3.0.4 ta biét ring

7Z/3 néup=2,
H\(SLo(Z[1/p]);Z) = Z/4  néu p =3,
Z/12  con lai.

Do d6 véi p > 3, H*(SLy(Z[1/p)); Z) = ZNP) © 7./12. Pat A(p) = 12/|Q(p)|, trong d6
Q(p) 1a nhém con cyclic 16n nhét ctia H*(Iy(p); Z). Suy ra

0— (Z/2)NP) = H*(SLy(Z[1/p));Z) — Z/12& Z/A(p) — 0 (4.3)

H*(SLy(Z[1/p]); Z) = H*(To(p): Z)/Q(p).
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Dua trén tinh toan cho I'y(p), ta co

( Z/12 néup=1 mod 12,

Z/4 néup=5mod 12,
O(p) = 1 )
Z/6  neéup=7 mod 12,

Z/2 néup=11 mod 12.

\

Cubi cling ta chi cAn gidi bai toAn m& rong nhém 4.3. Tém lai ta c6 dinh 1i.

Dinh li 4.5.1. V6i p 12 s6 nguyén t6 16n hon 3, ta c6 H' (SLy(Z[1/p]);Z) = 0 va

zP=N°g7./12 néup=1 mod 12,

) ) zrtV/6e7/12 néup=5mod 12,
H(SLa(Z[1/p]);Z) = 5 ,
zP=1/°x7/12 néu p=7 mod 12,

ZPt1/0 3 7./12 néu p=11 mod 12.
V6ii> 2,

7.)2
2/2)PtV/0p7./12®7/3  néu p=5 mod 12,
2/2) P~V 7./1267/4 néup=7 mod 12,
7./2)PtN0 g 7./1267/12 néu p=11 mod 12.

p— 7/6@Z/12 néu p=1 mod 12,

[ (
H*(SLa(Z[1/p));Z) = 4 E
(

)

)

)P

| (Z/2)
va )
7/6 néup=1 mod 12,
7Z/2 néup=5 mod 12,

H*"Y(SLa(Z[1/p]):Z) = 4 ,
Z/3 néup=7 mod 12,

L0 néu p =11 mod 12.

Ta chi can tinh todn riéng cho hai trudng hop p = 2,3 con lai. Cu thé ta c6
7 néui=0,1,
H'(To(Z/3);Z) = 7/6 néuichén,
7 néui>118.
Khi d6 ta c6 H*(SLy(Z[1/3));Z) £ Z. S Z/4 va H¥ 1 (SLy(Z[1/3]);Z) = 0. Cudi cling
ta can xt 1i md rong

0— Z/2— H¥(SLy(Z[1/p));Z) — Z/12® Z/2 — 0.
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Day nay ché véi hang ti Z /4 dudc thém vao. Tom lai ta ¢6
0 néu i 1é,
H'(SLy(Z[1/3]);Z) =} 7.8 Z/4 néui=2,
Z/12®7Z/4 néuichin > 2.
V6i trudng hop p = 2 phic tap hon trudng hgp trude & chd I'(2) khong tu do xoin. Tuy

nhién ta c6 thé khic phuc bing cich st dung PI'(2) dé thay thé, nhém nay tu do ¢ hang

bang 2, do d6 ta c6 md rong
1 —-PI'(2) - Plh(2) > Z/2 — 1.
Bing cach phan tich tac dong ctia chiing 1én db thi tuong ting, ta c6
Z néui=0hay 1,
H*(P[(2);Z) = { Z/2 néui chan,
0 con lai.

Tu day suy ra
7 néui=0hay 1,
H'(To(2);Z) =< Z/4 néui chén,
7Z/2 con lai.
Tiép tuc st dung day khép dai, ta c6 dugc H*(SLy(Z[1/2]);Z) = Z.® 7,/3, néu i 18 thi
Hi(SLy(Z[1/2]);Z) = 0, va trong trudng hop i chin thi ta ¢ day khdp
0—7/2 — H*(SLy(Z[1/2]);Z) — Z./12® Z./3 — 0.

Nhin thanh phan 2-nguyén so, ta thiy ring Z/12 c6 nhiéu nhit mot hang ti truc tiép
cyclic. Truong hop duy nhat 1a Z /8, do d6

0 néu i 18,
H'(SLy(Z[1/2]);Z) =} 7.8 7Z/3 néui=2,
Z/2407)3 néui=2j,j>1.



PAC TRUNG EULER

Dic trung Euler 12 mot dic trung tng véi cac ddi tuong hinh hoc, dudc dinh nghia
(khong chinh thiic) 12 téng xen diu clia s6 luong cac 6 n chiéu. C4c nha todn hoc tif 1au
da nhan ra tinh bét bién ctia dic trung Euler thong qua cac khbi da dién 16i c6 dic trung
Euler bang 2, trudc ca su ra doi clia cdc nhanh todn hoc hién dai nhu topd hay dai sb

dong diéu, song lai thiéu tinh chit ché.

Bing cach nhin nhém nhu mot dbi tuong topo, ta cling mong mudn dinh nghia mot bét
bién nhu thé trén nhém. That viy, dic trung Euler trén nhém cho ta nhiéu thong tin
phong phu lién quan dén céc nhém con hitu han. Phan nay 1a mot nd luc trong viéc trinh
bay lai cdc két qua vé dic trung Euler ctia nhém vé6i ndi dung dudc tham khio chii yéu
¢ [Bro82, Chuong IX].

5.1 Dac trung Euler caa phic

DPinh nghia 5.1.1. Cho C la phiic khong am cda cac nhém Abel. Ta néi C huru han
chiéu néu C; = 0 v6i i di 16n va gid tri n nhd nhét sao cho C, # 0 dudc goi la chiéu cla
C. Néu thém diéu kién C; hitu han sinh thi ta néi C hiru han.
Gia st C hitu han chiéu va H,C hitu han sinh. Khi d6 ta dinh nghia dac trung Euler ctia
Cla

2(C) = (—1) rankz (H,C).

i=0

Néu X 1a CW-phtc hitu han chiéu thi ta ki hiéu y(X) thay cho x (C(X)).

Ménh dé sau chiing té dinh nghia ciia ta 12 mdt md rong ciia dinh nghia c6 dién cho dic

51



5.2. Ddc trung Euler cua nhom 52
trung Euler:
Ménh dé5.1.2. NéuCla phtic day chuyén hitu han thi khi d6
x(C) = Z(—l)irankZ(Ci).
i=0
Chitng minh. Goi n 1a chiéu ctia phic (C,d). Tir hai ddy khép ngin
0 — kerdi ——— ¢ —%— Imd; —— 0
0 —— Imdir; —— kerd; —— H;(C) —— 0
ta co
ranky C; = ranky kerd; + ranky Imd;
ranky kerd; — rankyz Imd; | = rankz H;(K)
suy ra
n .
x(C) = Z(—l)’(rankz kerd; —ranky Imd; )
=0
l . n .
= Z(—l)’rankz kerd; + Z(—l)”rl ranky Imd; .
= i=0
Do ranky Imd,; | = rankyz Imd_; = 0 nén
n . n+1 '
2(C) = (—1)rankzkerd; + Y (—1)""' rankz Imd; .,
i=0 i=—1
. n .
= Z(—l)’rankZ kerd; + Z(—l)’rankZ Imd;
' i=0
= Z ) (ranky, kerd; + rankz Imd; )
= Z rankZ []

5.2 Dac trung Euler cua nhom

Dinh nghia 5.2.1. Gia st I' 1a nhom sao cho H;I" hitu han sinh v6i moi i va H;I" hitu

han véi i > n dd 16n nao do, khi doé ta dat

Z(T) =) (~1)'rankz(HT)

i
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la dac trung Euler ngay tho cia I

Ta goi dinh nghia nay 1a ngdy tho vi & doan sau ta sé nhan thiy gia tri tinh tit ¥ (I') khong

cho ra ding vé6i dac trung Euler ma ta mong doi.
Dinh nghia 5.2.2. Cho R la vanh va M 1a R-mddun. Ta dinh nghia
projdimz M = inf {d6 dai cac phép giai xa anh cia M}

1a chiéu xa anh ctia M. Néu M khong c6 phép giai xa &nh v6i do dai hitu han thi ta quy
udc projdimy M = oo.

Dinh nghia 5.2.3. Cho I" 1a nhém, khi d6 ta dinh nghia.
cdT =inf{n | H(T,—) =0,Vi > n}.
1a chiéu d6i dong diéu ctia nhém I. Ngoai ra ta c6 thé chi ra ring c¢d I’ = proj dimyZ.

Pinh li 5.2.4 (Serre). Néu I" 1a nhém tu do xoan va I 1a nhém con cé chi sb hitu han
thikhido cdI" =cd I

Hé qua 5.2.5. Moi nhém con tu do xoan c6 chi sd hitu han trong nhém I' déu c6 cling
chiéu dbi dong diéu.

Chiing minh. Gia st I" va I 12 cic nhém con tu do xoan c6 chi s hitu han trong I” thi
khid6cdI" =cd (I'NT") = cd I'” theo Pinh 1i 5.2.4.

DPinh nghia 5.2.6. Ta mong mudn dinh nghia t6ng quét khai niém chiéu dbi dong diéu
cho mdt nhém I chita phan tit xoan bat ki. Hé qua 5.2.5 cho ta thdy chiéu dbi dong dicu
c6 tinh nhét quén giita cic nhém con c6 chi s6 hitu han trong I'. Do d6 ta dinh nghia tua
chiéu d6i dong diéu cta I 1a chidu déi dong diéu ctia mot nhém con tu do xodn ¢ chi
s6 hitu han trong I, ki hiéu ved T'. Néu khong ton tai nhém con tu do xoan nao c6 chi s6

httu han trong I' thi ta quy u6c ved I' = oo,
Pinh nghia 5.2.7. Ta n6i nhém I' c6 loai dong diéu hitu han néu

(1) ved I' < oo,

(ii) Moi I-mddun M hitu han sinh theo nghia nhém Abel déu c6 H;(I',M) hitu han

sinh v6i moi i.
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B6 dé 5.2.8. Néu I' 12 nhém va I 1a nhém con ctia I' v6i chi sé hitu han, thi khi d6 T

6 loai dong dieu hitu han néu va chi néu I'' ¢6 loai dong diéu hitu han.

Dinh nghia 5.2.9. Gi4 st I" ¢6 loai dong diéu hitu han va tu do xoin. Khi d6 ta dinh
nghia dac trung Euler cta I" cho bdi
2(0) =) (~1) rankz(Hi(T)).

i
Pinh 1i 5.2.10. Néu I' 12 nhém tu do xoan c6 loai dong diéu hitu han va I 1a nhém con
c6 chi s6 hitu han, khi d6

x(I') = (:T)x(I).

Dinh nghia 5.2.11. Liy y tuéng tit Pinh 1i 5.2.10, ta ¢6 thé dinh nghia dic trung Euler

ctia mot nhom c6 loai ddng diéu hitu han véi phin ti xoan bat ki theo nghia

x(I)
(I':17)

2(T) = € Q.

trong d6 I 1a nhém con tu do xoan c6 chi sb hitu han trong I".

Ta can phai ching té dinh nghia trén khong phu thudc vao cach chon I". That vay, gia
stt I ciing 12 nhém con tu do xoan c6 chi s6 hitu han trong T, dit o = I'N I, khi d6

x(T7) (52.10) x(To)/(T":To)  x(To)

r:r) (T:1) (T:To)

Tuong tu ta cing ¢6 x(I'") /(T : T") = x(Ty) /(T : Tp). O

Ménh dé 5.2.12. (a) Néu T 1a nhém c6 loai dong diéu hitu han va I" < T"c6 chi sb hitu
han thi
x(I') = (T:T)x(I).

(b) Cho1 =TI = T" = I"” — 1 1a diy khSp ngan v6i I' va I 1a cac nhém c6 loai dong

diéu hitu han, khi d6 néu I tya tu do xoan thi I" c6 loai dong diéu hitu han va
x(I) = 2 () x (7).

(c) Cho ' =T"; 4 I', trong d6 I'y, I'; va A c¢6 loai dong diéu hitu han. Néu I tua tu do

xoan thi khi d6 I ciing c6 loai dong diéu hitu han va

2(T) = x (1) +x(T2) — x(A).
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Vi du 5.2.13. Xét phén tich SLy(Z) = Z/4 7, 7./ 6, khi d6
I 1 1 1

XSL(2) =+ -5="15

Bing cach tac dong I" 1én cac CW-phiic, ta c6 thé trich xuit dudc thong tin vé y (). Do
do, mot dinh nghia dac trung Euler mdi dudc sinh ra dong vai tro 1a mot cong cu quan

trong.
DPinh nghia 5.2.14. Gia stt X la [™-phtc sao cho

(i) Moi nhém con dang huéng I's c6 loai dong diéu hitu han, v6i o 12 6 trong X.
(ii) Khong gian quy dao X /T chi ¢6 hitu han céc 6.

Khi d6 ta dinh nghia dic trung Euler dang bién
xr(X) =) (-1)""x(To).
ocE
véi E 12 tap chida cdc 6 dai dién cho 16p quy dao X /T". D€y ring x (I') = xr(mot diém),
do d6 ta c6 thé coi dic trung Euler dang bién 1a mot khai niém tdng quat cla dic trung

Euler thong thuong.

5.3 Tinh nguyén cua y (T

Cho I" 12 nhém c¢6 loai dong diéu hitu han. Ta biét ring x(I') € Z néu I tu do xodn,
nghia 13 bing mot cich nao d6 tinh khong nguyén cta x (I) bi anh hudng do cic phan

ti xoan cua .

Nhan xét 5.3.1. Gid st x(I') =n/m € Q v6i (n,m) = 1. Néu I 1a nhém con tu do xoin
c6 chi s6 hitu han thi (I": I") (') = x(I") € Z, nghia la m|(T" : T”). Suy ra m|d véi

d=gcd{(I':T") | T" < T tu do xoén c6 chi sb hitu han}.

Tom lai, d - x(T) € Z.

DPinh nghia 5.3.2. Néu mot phan ti ctia I' c6 cip ldly thita clia p, v6i p nguyén tb, thi ta

néi phan tir d6 p-xoan.

B§ dé 5.3.3. Céc udc nguyén td cla d chinh 1a cic sd nguyén t p sao cho I' c6 phan ti

p-xoin, véi d dudc dinh nghia & Nhan xét 5.3.1.
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Chiing minh. Trudc tién ta nhan xét rang néu H 1a nhém con hitu han cia ' va I’ < T
12 nhém con tu do xoan thi H tic dong tu do 1én I'/T”, hon nita néu (I" : T”) hitu han thi

(T:T)=) |Hyl|=) |H:H|=) |H|=|E|H|

yeE veE Y€E

Do d6 |H| | (T:T"), dan t6i
sinh bdi y c6 cap 1a lily thita ctia p, theo BS dé Cauchy thi I chita nhém con cép p, do
doépld.

H||d. Cy thé, néu T chia phén td p-xoan y thi nhém con

Ngudc lai, gia st p 12 u6c nguyén td ctia d nhung I" khong chiia phan ti p-xoan. Xét I
12 nhém con tu do xoin chudn tic trong . Truéc hét ta céd p | (I': Tg) do p | d, din dén
ton tai nhém con p-Sylow I /Ty ctia I'/Ty, v6i [ < I" < I. Khi d6 (I : Tp) 1a iy thira
clia p va p khong 1a u6c cta (I': 7). ..., suy ra I tu do xoan, nghia 1a d | (I': I'), khi
do6 thi pfd (mau thuan). ]

Dinh li 5.3.4. Cho I' 1a nhém c¢6 loai dong diéu hitu han va
m=lecm{|H| | H < T hitu han}.

Khi d6 m- x(T') € Z. Hé qua 1a néu méu ctia y (') chia hét cho liiy thira s6 nguyén td p*

thi I” c6 nhém con cép p*.

Hé qua 5.3.5. Xét md rong nhém 1 - ' — E — G — 1 v6i I' 1a nhém tu do xoén c6
loai dong diéu hitu han va G 1a p-nhém. Khi d6 néu p { x(I') thi m& rong nay ché.

Chiing minh. Trudc tién theo Ménh dé 5.2.12, ta c6 x(E) = x(T')/|G|, hon nita do
p 1 x(T) nén day 1a phan s6 toi gian. VAy nén theo Pinh 1i 5.3.4, ton tai nhém con G
ctia E c6 clp bang cap ctia G. Cudi cung, do I tu do xoin nén G = G, vdy md rong nay
ché. []

Dinh nghia 5.3.6. Ta ndi ['-phiic X la ché"tp nhin dude néu véi o 12 6 trong I thi [y

¢ dinh o tiing diém, nghia 12 yx = x véi moi x € 6 va y € T'g.

Pinh li 5.3.7. Cho I 1a nhém tya tu do xoan. Khi dé ved I' hitu han khi va chi khi tdn
tai [-phtic X that su, co lai dudc va hitu han chiéu. Hon nita néu ved I hitu han thi ta c6
thé chon phiic X chip nhéan dugc.

Pinh li 5.3.8. Cho G 12 nhém hitu han va Y 1a G-phiic hitu han chiéu chip nhan dudc,
v6i H,Y hitu han sinh. Khi d6 néu k | |Gy| véimoiy € Y thik | x(Y).
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Ta sé& dua trén két qua trén dé ching minh Dinh 1i 5.3.4:

Chitng minh Pinh Ii 5.3.4: Chon I'-phiic X 14y tit Pinh 1i 5.3.7. Xét I” < I' 1a nhém
con tu do xoan chuén tic véi chi s hitu han. Khi d6 I' tac dong tu do 1én X do cdc nhém
con diang huéng I's hitu han, va khong gian quy dao ¥ = X /T” 1a khong gian phan loai
cuaI’. Do d6

_ 2@ x)
= T Ty
Ta mong mudn chiing t4
m
WX(Y) €Z,

nhé riang cp clia cac nhém con hitu han trong I chia hét cho (I" : I”') nén m chia hét cho
(T:T"). Dan dén k = (T": T") /m 1a s6 nguyén va ta chi can ching t6 k | x(Y) 1a du.

bit G 1a nhém thuong httu han I'/T”. Tac dong cia I 1én X cam sinh mot tic dong tu
nhién tif G 1én Y. Ta sé chiing minh ring () = G, trong d6 ¢ 12 6 trong X, T = oT”
1a 6 trong Y va 7 : T’ — G 1a toan cAu tu nhién. Gia st g7 = 7 va xét y € I sao cho
n(7y) = g. Pau tién ta c6 Yo va ¢ cung thudc quy dao 7. Do d6 ton tai ¥ € I sao cho
Yvo = o, trong d6 (YY) = n(y) = g. Vay G; C n(['s). Bao ham thic nguge lai la
hién nhién.

Tu day ta c6 tdc dong cia G 1én Y cling chip nhan dugc va |G¢| | |Ts|. Nhung vi |Ts| | m
nén |G¢| | m. Do d6 luc lugng clia quy dao |Gt| = |G|/|G+| chia hét cho k = |G|/m.
Theo Dinh 1{ 5.3 thi k | 3 (Y). 0
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